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NICHT-ISOTHERME THEORIE GROSSER DEFORMATIONEN THERMOELASTISCHER SCHALEN 
TEIL 2: AUSWERTUNG VON ENTROPIEBILANZBEDINGUNGEN 
Zusammenfassung 
Ziel der in Teil lx und 2 vorgelegten Abhandlung ist es, einen neuartigen 
Weg der Herleitung zweidimensionaler Bilanz- und Stoffgleichungen für thermo-
elastische Schalen beliebiger Geometrie und bei großen Verformungen unter 
Berücksichtigung thermodynamischer Prinzipe zu erproben. Ausgangspunkt dieser 
mathematischen Entwicklung ist die Auswertung der Forminvarianz der integr~len 
Energiebilanzgleichung gegenüber Wechsel des Beobachtersystems und die Aus~ 
wertung der integralen Clausius-Duhem Entropieungleichung entsprechend der 
Interpretation in der modernen Kontinuumsthermodynamik (Coleman-Noll Schluß-
weise). Die Einbettung der Herleitung der zweidimensionalen Schalengleichun-
gen in diesen thermodynamischen Rahmen erlaubt, eine thermodynamisch konsi-
stente Schalentheorie zu entwickeln. 
Für das Verschiebungsfeld in der Schale wurde einschränkend eln linearer 
Ansatz und für die Verteilung der Temperaturinversen ein quadratischer An-
satz über die Schalendicke gemacht. Es zeigte sich zunächst, daß die beiden 
integralen, thermodynamischen Prinzipe nicht ausreichen., um ein vollständi-
ges System zweidimensionaler Bilanzgleichungen zu gewinnen; vielmehr sind 
noch zusätzliche Forderungen notwendig. Die Auffindung -dieser zusätzlichen 
Bedingungen gelang über eine physikalisch motivierte Interpretation der 
approximativen Ansätze für die Verschiebungen und die Temperatur. Diese An-
sätze werden als innere kinematische bzw. thermische Zwangsbedingungen aufge-
faßt, die durch Reaktionsgrößen in der Form zusätzlicher, gedachter Einwir-
kungen (wie z.B. Volumenkräfte und Wärmequellen) in einem Gedankenexperi-
ment zu realisieren sind. Zur eindeutigen Charakterisierung des neuen Prob-
lems werden nun diese Zusatzeinwirkungen physikalisch plausiblen Energie-
und Entropie-Forderungen integraler Art unterworfen, -die-die beiden Haupt-
sätze ergänzen. Ob diese Forderungen ausreichend sind, um ein vollständi-
ges System zweidimensionaler Bilanzgleichungen für die Schale aufzustellen, 
muß die weitere Analyse zeigen. 
Die Auswertung der integralen. Energiebi~anzgleichung und der Energie-
Forderung an die gedachten Zusatzeinwirkungen wurde in Teil I durchgeführt. 
Dabei zeigte sich, daß noch Freiheiten in der Wahl der gedachten Zusatz-
einwirkungen vorhanden sind. Zwei Konzepte (1. und 2. schalentheoretisches 
Konzept), die sich in spezifischen Annahmen für die gedachten Zusatzein-
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wirkungen unterscheiden, wurden verfolgt. Sie führen auf unterschiedliche 
Bilanzgleichungen für die Schale sowie auf unterschiedliche algebraische 
Restriktionen für die zweidimensionalen Stoffgleichungen. 
Im vorliegenden 2. Teil werden für beide s~halentheoretischen Konzepte 
die Entropie-Forderung an die gedachten Zusatzeinwirkungen und die inte-
grale Clausius-Duhem Entropieungleichung ausgewertet. Dabei wird von direk-
ten Ansätzen für die zweidimensionalen Stoffgleichungenausgegangen, die dem 
Prinzip der Forminvarianz bei Beobachtertransformationen unterworfen werden. 
Die hier besonders interessierenden zweidimensionalen, mechanischen Stoff-
gleichungen verknüpfen die über die Schalendicke gewichtet gemittelten Span-
nungen (z.B. Momente 0,, I. und 2. Ordnung) sowohl mit kinematischen Größen 
wie auch mit Temperaturgrößen. 
Zunächst wird der Fall einer gleichförmigen Temperatur (quasi-isother-
mer Fall) über die Schalendicke analysiert. Unter dieser Voraussetzung lie-
fern die im I. Teil durchgeführten energetischen Betrachtungen schon hinrei-
chend viele zweidimensionale Bilanzgleichungen für die Schale, so daß sich 
aus der Entropie-Forderung an die gedachten Zusatzeinwirkungen keine weiteren 
Bilanzgleichungen ableiten lassen. Die Auswertung der integralen Clausius-
Duhem Entropieungleichung liefert eine Reihe von Restriktionen für die zwei-
dimensionalen Stoffgleichungen, wobei sich aber keine Einschränkungen für 
die Momente höchster Ordnung, das sind die Momente 2. Ordnung, ergeben. 
Allerdings hat die Wahl der Stoffunktionen für die Momente 2. Ordnung kei-
nen Einfluß auf die Lösungen für das Verschiebungs- und Temperaturfeld; 
diese Stoffunktionen können deshalb beliebig gewählt werden (~-Theorem). 
Beide schalentheoretischen Konzepte liefern ein vollständiges System von 
thermodynamisch konsistenten Schalengleichungen; diese haben wegen des 
~-Theorems die besondere Eigenschaft, daß alle Beanspruchungsgrößen 
(Momente) ambivalent sind, nicht aber die Verschiebungen und Temperaturen. 
Weiter wird gezeigt, daß beide Konzepte zu identischen Lösungen in den Ver-
schiebungen und in den Temperaturen führen. Unter bestimmten Voraussetzungen 
ist es möglich, nicht nur Übereinstimmung in den Verschiebungen und in der 
Temperatur, sondern auch in den Beanspruchungsgrößen beider Konzepte zu 
erreichen. Eine Potentialfunktion ist jetzt bestimmend für alle Momente 
und die kinematischen Variablen und die Momente sind konjugiert. Ferner 
stimmen die entsprechenden zweidimensionalen mechanischen Stoffgleichungen 
mit den Stoffgleichungen überein, wie man sie aus den klassischen dreidimen-
sionalen thermoelastischen Spannungs-Verzerrungsbeziehungen durch Integra-
tion über die Schalendicke erhält. Für dieses eigentlich unerwartete Resul-
tat wird eine partielle Begründung geliefert. 
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Bei ungleichförmiger Temperatur über die SGhalendicke (al~ge~einer, 
nicht-isothermer Fall) liefern die rein energetischen Betrachtungen (1. Teil) 
bei beiden schalentheoretischen Konzepten noch nicht hinreichend viele zwei-
dimensionale Bilanzgleichungen. Die Gewinnung weiterer Bilanzgleichungen 
aus der Entropie-Forderung an die gedachten Zusatzeinwirkungen st~llt einen 
wesentlichen, neuen Gesichtspunkt dar. Wie im quasi-isothermen Fa~l werden 
auch jetzt die beiden schalentheoretischen Konzepte nebeneinander verfolgt. 
Ziel dieser weiteren Analyse ist zu klären, ob auch in diesem Fall ein voll-
ständiges System von Schalengleichungen für beide Konzepte gewinnbar ist 
und ob sich hier die ähnlichenStruktureigenschaften wiederfinden lassen, 
wie sie im quasi-isothermen Fall bestehen. 
Die Auswertung der Entropie-Forderung führt nun allerdings auf weitere 
Beanspruchungsgrößen höherer Ordnung (Momente 3. und 4. Ordnung). Bei beiden 
schalentheoretischen Konzepten liefert die Auswertung der integralen Entropie-
ungleichung nur summarische Restriktionen für die Beanspruchungsgrößen; ins-
besondere ergeben sich keine Einschränkungen für die Momente 2. und höherer 
Ordnung. Im Unterschied zum quasi-isothermen Fall sind hier aber die Lösungen 
für das Verschiebungs- und Temperaturfeld nicht unabhängig von der Wahl der 
Stoffgleichungen für die Momente höherer Ordnung. Für diese Stoffgleichungen 
lassen sich weitere Einschränkungen finden, wenn Annahmen getroffen werden, 
die über die der quasi-isothermen Theorie hinausgehen. Diese liefern zwei-
dimensionale, thermoelastische Stoffgleichungen für alle Momente, für die 
jetzt drei Potentialfunktionen bestimmend werden. Diese Stoffgleichungen 
sind verträglich mit den summarischen Restriktionen. Damit erhält man auch 
im nicht-isothermen Fall für das 2. schalentheoretische und unter bestimmten 
Voraussetzungen auch für das 1. schalentheoretische Konzept ein überein-
stimmendes, vollständiges System thermodynamisch konsistenter Schalenglei-
chungen. 
Die theoretischen Arbeiten werden abgeschlossen mit der Ableitung der 
entsprechenden kinematischen, dynamischen und the~ischen Randbedingupgen, 
Die Entwicklungen werden ergänzt durch eine komponentenweise Darstellung 
der Schaler1gleichungen in Lagrangeschen Koordinaten in der undeformi~rten 
Ausgangskonfiguration. Diese werden mit anderen Ergebnissen aus der Lit~ra­
tur verglichen. 
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NON-ISOTHERMAL THEORY OF THERMOELASTIC SHELLS UNDER LARGE DEFORMATIONS 
PART 2: EVALUATION OF ENTROPY BALANCE CONDITIONS 
Summary 
It ~s the aim of the study presented in part 1~ and 2 to explore a 
new approach for the derivation of two-dimensional balance equations and 
constitutive relations for thermoelastic shells of arbitrary geometry and 
under large deformations. This is done by taking proper account of thermo-
dynamic principles. The starting point for this mathematical development 
is an evaluation of the form-invariance of the integral energy balance 
equation under changes of the observer system and an evaluation of the 
integral Clausius-Duhem entropy inequality and its interpretation in modern 
continuum thermodynamics (Coleman-Noll approach). The embedding of the deri-
vation of the two-dimensional shell equations in this thermodynamic frame 
ensures the development of a thermodynamically consistent shell theory. 
The displacement field in the shell was approximated by a linear dis-
tribution accross the thickness of the shell whereas the inverse of the 
temperature was represented by a quadratic distribution. It was shown that 
the two integral thermodynamic principles are insufficient to obtain a 
complete system of two-dimensional balance equations; additional conditions 
are necessary. These conditions were obtained with the help of a physi-
cally motivated interpretation of the approximate ansatz for the displace-
ment and temperature distributions. Both approximate distributions are 
considered to represent internal kinematic and thermal constraints which 
are realized in a thought experiment by additional virtual agencies (e.g. 
volume forces and heat sources). Fora unique characterization of this 
new problem, these agencies are subjected to physically plausible energy 
and entropy conditions in integral form, which accompany the two basic 
thermodynamic principles. Whether these conditions are sufficient to ob-
tain a complete set of two-dimensional balance equations for the shell has 
to be shown by further analysis. 
The evaluation of the integral energy balance equation and of the energy 
condition for the virtual agencies has been clone in part I. It was shown that 
some freedom is still present in the choice of the additional agencies. Two 
concepts (1. and 2. shell concept) were conceived which differ with respect 
~ 
T. Malmberg: Nicht-isotherme Theorie großer Deformationen thermoelastischer 
Schalen, Teil 1: Auswertung von Energiebilanzbedingungen, KfK 4374, Kern-
forschungszentrum Karlsruhe, 1988 
V 
to specific choices for the additional agencies. These concepts lead to two 
different sets of two-dimensional balance equations as well as two different 
algebraic restrictions for the two-dimensional mechanical constitutive 
relations. 
In part 2 presented here the entropy condition for the virtual agen-
Cles and the integral Clausius-Duhem entropy inequality are evaluated for 
both shell concepts. This is accompanied by a direct ansatz for the two~ 
dimensional constitutive relations which have to be fo~-invariant ~nder 
observer transformations. The two-dimensional mechanical constit~ti~e rela-
tions are of special interest; they relate weighted averages of the str~sses 
across the shell thickness (e.g. moments of 0., 1. and ~. order) and kine-
matic quantities as well as quantities characterizing the temperature field. 
First, the case of a uniform temperature (quasi-isothermal case) acro8s 
the shell thickness is analysed. Under this condition the energetic consider-
ations in part 1 provided sufficiently many two-dimensional balance equations 
for the shell; thus the entropy-condition for the virtual agencies gives no 
additional balance equation. The evaluation of the integral Clausius-Duhem 
entropy inequality leads to a set of restrictions on the two-dimensional 
constitutive relations except for the moments of highest order (i.e. 2nd 
order moments). However, the choice of the constitutive relations for the 
2nd order moments does not influence the solutions for the displacement and 
temperature fields; thus, these relations may be chosen as convenient ( ~ -theorem). 
Both shell concepts lead to a complete set of thermodynamically consistent shell 
equations; due to the ~ -theorem they are subjected to the peculiar property 
that all moments are ambiguous whereas the displacement and temperature fields 
are unambiguous. Further, it is proved that both concepts give identical solu-
tions for the shell displacements and temperature. Taking account of certain 
conditions it is possible to show that agreement may be obtained, not only in 
the displacements and temperatures, but also in the moments of all orders of 
both concepts. Further, one potential function determines the moments of ~11 
orders and the kinematical variables and the moments are conjugated. The corres-
ponding two-dimensional constitutive relations for the moments are in agree-
ment with relations obtained by integration of the c1assical three~dim~nsional 
stress-strain relation. This unexpected result is explained partially by qn. 
extra consideration. 
VI 
If a nonuniform temperature (general non-isothermal case) across the shell 
thickness is assumed, the purely energetic considerations in part I do not 
g~ve a sufficient number of two-dimensional balance equations for both con-. 
cepts. The generation of additional balance equations from the integral 
entropy condition for the virtual agencies represents an essentially new 
aspect. Again, the two shell concepts are considered. It is the aim of this 
further analysis to see, if again a complete set of shell equations can be 
obtained for both concepts and if the same qualitative structure exists as 
for the quasi-isothermal case. 
The evaluation of the entropy condition makes it necessary to introduce 
higher order moments (3rd and 4th order moments). Further, from the integral 
entropy inequality a set of constitutive restrictions is deduced involving 
all moments; however, no explicit restrictions are obtained for the 2nd and 
higher order moments. In cantrast to the quasi-isothermal case the solutions 
for the displacement and temperature fields are not independent of the 
choices for the constitutive relations of the moments of 2nd and higher order. 
For these relations further restrictions may be obtained if additional 
assumptions are made which go beyond those of the quasi-isothermal theory. 
They lead to two-dimensional thermoelastic relations for the moments of all 
orders. Now, three potential functions determine the moments. These con-
stitutive relations are consistent with the restrictions deduced earlier 
from the integral entropy inequality. Thus, it is possible to obtain a 
complete system of thermodynamically consistent shell equations for the 2. 
shell concept and, with certain conditions implied, the same system is ob-
tained for the I. shell concept. 
The study ~s concluded by the derivation of the corresponding kinematic, 
dynamic and thermal boundary conditions. Also the development is supplemented 
by a component representation of the shell equations referred to the unde-
formed reference configuration using Lagrangian Coordinates. A comparison 
with results from the literature is included. 
VII 
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E. Einführung und Anknüpfung an Teil 
Im ersten Teil~ dieser Abhandlung waren zwei Konzepte vorgestellt worden, 
um die zweidimensionalen Bewegungsgleichungen von thermoelastischen Scha-
len bei großen Deformationen herzuleiten. Vorausgesetzt wurde dabei eine 
lineare Verteilung der Verschiebungen und eine quadratische Verteilung 
der Temperaturinversen über die Schalendicke, wobei die letzte aber bisher 
noch keine signifikante Bedeutung bei der mathematischen Entwicklung hatte. 
Grundlage war die integrale Energiebilanzgleichung (1. Hauptsatz) 
und seine Forminvarianz gegenüber Beobachtertransformationen. Darüberhinaus 
wurden die angenommenen Verteilungen der Verschiebungen und der Tempera-
turinversen als innere kinematische und thermische Zwangsbedingungen 
interpretiert, die durch Reaktionsgrößen in der Form zusätzlicher, gedach-
ter Einwirkungen (z.B. Volumenkräfte, Wärmequellen) in einem Gedanken-
' experiment exakt zu realisieren sind. Dies bedeutet eigentlich die Lösung 
eines neuen, dreidimensionalen Problems (erweitertes Problem). Es lassen 
sich nun aber beliebig viele gedachte Zusatzeinwirkungen finden, die alle 
die inneren Zwangsbedingungen realisieren. Diese Willkürlichkeit kann nur 
durch zusätzliche Forderungen hinsichtlich der gedachten Zusatzeinwirkun-
gen beseitigt werden, die zugleich auch erlauben sollen, das dreidimen-
sionale Feldproblem auf ein zweidimensionales zu reduzieren. Hierzu waren 
die physikalisch unmittelbar einleuchtende Energie- und Entropie-Forderung 
für die gedachten Zusatzeinwirkungen definiert worden, die durch zwei 
Rahmenforderungen - Unabhängigkeits- und Bestimmtheitsforderung - ~rgänzt 
wurden (Kap. 7, Teil 1). 
In Teil I wurde die Energie-Forderung (A) und ih're Nebenbedingungen 
(Al) bis (A3) spezifiziert: 
(A) Formuliert man die integrale Energiebilanzgleichung des erweiterten 
Problems für einen Schalenabschnitt, der durch die Schalenlaibungen 
und einen Randstreifen~begrenzt ist, dann sollen die gedachten Zusatz-
einwirkungen keinen Beitrag zur Gesamtenergiebil'anz liefern und zwar 
(Al) für jeden beliebigen Schalenabschnitt, 
(A2) für alle Beobachtersysteme 
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Dieser Randstreifen habe keinen Punkt mit dem eigentlichen Schalenrand ge-
meinsam, auf dem Belastungen oder Verschiebungen vorgeschrieben sind. 
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(A3) und nicht nur für die vorgegebenen aktuellen äußeren Einwir-
kungen, sondern für alle schlechthin. 
In Teil I wurde dann gezeigt, daß diese Forderungen an die gedachten Zu-
satzeinwirkungen noch nicht ausreichen, um geeignete Bewegungsgleichungen, 
die der Unabhängigkeitsforderung genügen, zu gewinnen. Zwei Konzepte, 
die sich u.a. gerade in den hier noch erforderlichen Bedingungen unter-
scheiden, wurden entwickelt: 
Bei diesem Konzept wird an keiner Stelle explizit von dreidimensionalen 
lokalen Bilanzgleichungen Gebrauch gemacht. Die integrale Energiebilanz-
gleichung und ihre Forminvarianz gegenüber Beobachtertransformationen 
sowie die Energie-Forderung des erweiterten Problems für einen Schalenab-
schnitt ist durch eine weitete Be~in&ung an die gedachten Zusatzeinwir-
kungen zu ergänzen: Der Beitrag ~~ der gedachten Volumenkräfte und 
-momente zum zweidimensionalen Drehimpulssatz der Schale soll verschw~nden 
(Kap. 8.2.2.4, Teil 1). Diese Bedingung zusammen mit den Forderungen 
(Al) - (A3) liefern bestimmte integrale Aussagen darüber, wie die gedach-
ten Zusatzeinwirkungen einzustellen sind. 
Man erhält so die folgenden zweidimensionalen Feldgleichungen, in 
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Hierbei ist ~ ein noch nicht interpretierter Skalar, der aber den Charak-
ter einer Beanspruchungsgröße hat und für den die Existenz einer Stoff-
gleichung vorausgesetzt werden muß. Die Orthogonalitätsbedingung (E-4) ist 
eine identisch zu erfüllende Restriktion für die Stoffgleichungen der 
Jjo((J 
Momente I~ etc. 
0 
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Beim zweiten Konzept wird explizit von dreidimensionalen lokalen ~ilanz­
gleichungen (Impuls- und Drehimpulssatz) und Randbedingungen des erweit~r­
ten Problems Gebrauch gemacht.x Die Energie-Forderung wird ergänzt durch 
die Hypothese (Kap. 8.3, Teil 1), daß bestimmte Integralausdrücke der ge-
dachten Zusatzeinwirkungen unabhängig von den Raten #-1 ';!I 4JIX und d; rX. 
gewählt werden können; diese Integralausdrücke ergeben sich aus der Struktur 
des Energiebeitrags der gedachten Zusatzeinwirkung in der integralen Ener-
giebilanzgleichung für einen Schalenabschnitt und sind zum Teil direkt 
physikalisch interpretierbar. Zusammen mit der Energie-Forderung, insbeson-
dere der Forderung (A3) und der lokalen 3D-Bilanzgleichung des erweiterten 
Problems, liefert dann das zweite Konzept die folgenden zweidimensionalen 
Fe ldgleichungen: 
~i~-~~~~g~~g~gl~ish~~g_l~-~E~­










Dies kann als gleichbedeutend mit der Annahme der Beobachterinvarianz der 
dreidimensionalen, lokalen, nicht-reduzierten Energiebilanzgleichung ange-
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Die Symmetriebedingungen (E-8) sind identisch zu erfüllende Restriktionen 
für die Stoffgleichungen der Momente Ho(,/3 etc. 
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Der Vergleich der beiden Konzepte zeigt, daß die Bewegungsgleichung I. Art 
(zweidimensionaler Impulssatz der Schale) in beiden Konzepten diesselbe ist, 
dagegen bestehen Unterschiede in allen übrigen Bilanzgleichungen und den 
algebraischen Restriktionen für die Stoffgleichungen der Momente. Weiterhin 
ist deutlich, daß bei beiden Konzepten nur sieben skalare Differentialglei-
chungen für die insgesamt neun skalaren Lösungsfunktionen (je drei Komponen-
ten von ;;:: und d SOWJ.e A , m ==- cJ~-~~ i!. ) zur Verfügung stehen; d.h. die Be-
h-1 
stimmtheitsforderung (Kap. 7, Teil I) ist noch nicht erfüllt. Eine ausführ-
liehe Diskussion dieser Teilergebnisse war in Kap. 8.4, Teil I gebracht wor-
den, die mit drei offenen Fragen abschloß: 
Durch welche weiteren Forderungen sind die beiden schalentheoretischen 
Konzepte noch zu ergänzen, um "bestimmte" Differentialgleichungssysteme 
für -'1'"' 1 d 1 A ( ß,-" cJ, ·t, 2-} zu bekommen? ,.,., 
Welche allgemeine Struktur haben die zweidimensionalen Stoffgleichungen 
unter Beachtung der verschiedenen Restriktionen, der integralen Entropie-
ungleichung und der Entropie-Forderung? 
Führen das 1. und 2. schalentheoretische Konzept nach Auswertung der inte-
gralen Entropieungleichung und der Entropie-Forderung sowie nach Klärung 
der Bestimmtheitsfrage zu äquivalenten Schalentheorien, d.h. zu identi-
schen Lösungen ;:;:;::. 
1 
CJt 1 .j (111: ~4,l} ? 
Die Klärung dieser offenen Fragen ist aus der Auswertung der integralen 
Clausius-Duhem Entropieungleichung und der Entropie-Forderung (Kap. 7, 
Teil 1) zu erwarten, wobei zunächst generell nur von ~!!g~~~i~~~-~~~i2i~~~= 
' .A.A~ß 
~~~~~l~~-~~~~~~!~~~~~~~~~-~~~ffg!~i~~~~g~g für die Momente ~~ etc. 
ausgegangen wird. Diese Stoffgleichungen müssen auch der Forderung der Form-
invarianz gegenüber Beobachtertransformationen genügen. Die Tatsache, daß 
zunächst nicht von den dreidimensionalen thermoelastischen Stoffgleichungen 
einschließlich der zugehörigen Restriktionen (vergl. Kap. 5, Teil 1) ausge-
gangen wird, ist zu beachten, denn im folgenden wurden einige der Bedingungen, 
unter denen jene Restriktionen abgeleitet wurden, abgeschwächt. Es ist zu 
erwarten, daß dieses direkte Vorgehen neue Erkenntnisse über die allgemeine 
Struktur der zweidimensionalen Stoffgleichungen der Schale liefert. 
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Die Untersuchungen erfolgen im vorliegenden zweiten Teil in zwei Schritten, 
die sich in ihrem Allgemeinheitsgrad unterscheiden. Die erste Analyse setzt 
eine konstante Temperaturverteilung über die Schalendicke voraus 
f{L :1 r:?l -1 "'- o, ~L:: 0 ); dieser Fall wird als "quasi-isotherm" bezeichnet. 
Beide schalentheoretischen Konzepte werden für diese eingeschränkte Situation 
analysiert und miteinander verglichen. 
In zweiten Schritt wird die Analyse auf den nichtisothermen Fall AI 0 , .... 
(",.1 = 0 ·'~; 2 ) erweitert; auch hier werden beide schalentheoretischen Konzepte 
verfolgt. Es wird weiter die Frage gestellt, ob die beim quasi-isothermen Fall 
gefundenen generellen Strukturaussagen, die sich aus dem Vergleich der beiden 
Konzepte ergeben, auch auf den nicht-isothermen Fall übertragbar sind. Diese 
Darstellung in zwei Schritten ist sinnvoll, da die Untersuchung des "quasi-iso-
thermen" Falls unerwartete Besonderheiten zeigt, die im allgemeineren Fall 
nicht erhalten werden. 
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9. Auswertung der Entropiebedingungen und der Beobachterinvarianz bei 
gleichförmiger Temperatur über die Schalendicke 
9.1 Einschränkungen für die zweidimensionalen Stoffgleichungen beim 
I. schalentheoretischen Konzept 
9. I. I Die zweidimensionale Entropieungleichung und das Dissipationspostulat 
Unter der Voraussetzung, daß die Temperaturinverse unabhängig von der 
Dickenkoordinate t) ist (d.h. keine Temperaturgradienten über die 
Schale) wird 
>CJ (9. I) 
' ) 
die integrale Clausius-Duheili Ungleichung (Entropieungleichung) des er~ 
weiterten Problems für einen beliebigen Teilbereich der Schale zwischen 
den Schalenlaibungen lautet dann 
> ft (-t' -f-; )i} ol~ 
Vn 
(9. 2) 
Das Oberflächenintegral für den Entropiefluß durch Wärmeleitung erstreckt 
sich über die Schalenlaibungen und den Randstreifen CF (Abb. 11, Teil 1). 
Dieses Integral kann leicht ausgewertet werden, indem die Ergebnisse von 
Kap. 8. I (S. 122, Teil I) verwendet werden und dort ~R. durch fl??, {). 
ersetzt wird; dabei ist zu beachten, daß auf der Schalenlaibung der 
Wärmefluß CJ7e,.fi sich aus dem aktuellen, dort vorgegebenen Wärmefluß 
-f. --~- 1 ---- t!f -.,. 
~le '~ bzw. ({k ·N und dem zusätzlichen gedachten Wärmefluß f:!." ' IV 
- - n 
bzw. f~, N- zusammensetzt; d. h. 
Mit 
j?<.. N 
:z , -I -
= 
-..s 
A - f -f -.,_ -r N r;:;_. N f 1;e · 
A 
t;;· N- + j;_-N-
d& 
~~,·r e~ st 
(9. 3) 
r:. t9 = s ; 
(9.4) 
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und mit den Definitionen ((8.3I), (8.32), (8.35), (8.37), (8.38)) 








[ (i_·N J/ t- (/"_.!V tl] }1 c/c4. 
(9 .6) 
A 
Hier ist vif die Gesamtentropiezufuhr infolge der gedachten Zusatzwärme-
quellen bzw. -senken und gedachten Zusatzwärmeflüsse auf den Schalenlai-
bungen. Entsprechend der Entropie-Forderung (BI) (vergl. S. 109, Teil I), 
daß im erweiterten Problem die Gesamtentropiezufuhr infolge der gedachten 
zusätzlichen äußeren Einwirkungen für jedes beliebige Linienelement 
(d.h. für jeden beliebigen Integrationsbereich ~ ) verschwinden soll, 
A 
ist hier jetzt zu verlangen, daß der Integrand von~ verschwindet; 
da ~ >- o ) ist also 
I 
-0 (9 .1) 
zu fordern. Dies bedeutet, daß die gedachten ~h~~i~c~e~ Zusatzeinwirkungen 
im Energiesatz ((8. I~ Teil 1) des erweitertEn Problens für sich genommen 
verschwinden müssen: 
A ;\ 
~-~~ -!- 1-L - 0 
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Mit ((8.39), Teil I) gilt dann auch 
= 0) (9. 8) 
d.h. die Leistungen der gedachten ~eE_h~ni_sE_h~n Zusat;?:einwirkungen 
verschwinden ebenfalls als Ganzes. Die Entropie-Forderung (BI) führt 
hier also zu einer Aufspaltung der Bilanzierung der Energiezufuhr d~r 
gedachten Zusatzeinwirkungen. Für das Weitere soll immer vorausgesetzt 
werden, daß (9.7) und dann auch (9.7) 1 und (9.8) erfüllt werden. Die Un-
gleichung (9.5) lautet jetzt 
(9.9) 
Diese 2D-Entropieungleichung ist mathematisch gesehen von analoger Struktur 
Wle die Entropieungleichung im dreidimensionalen Fall ((5. I), Teil I): 
Dem zweidimensionalen Wärmequell- bzw. -senkenterm 
.,_ ... - r 
0 
(9. IO) 
Beitrag durch aktuelle Wärmeflüsse auf den 
Schalenlaibungen 
Beitrag durch aktuelle WärmequelLen- und 
senken im Schalenraum 
entspricht lm dreidimensionalen Fall der Wärmequell- bzw. -senkenterm 
; weiter sind der zweidimensionale Entropiefluß ~o(A 
f) 0 
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und die zweidimensionale Schalenentropie ~0 Analoga des dreidimensio-
nalen Entropieflusses ~~~ und der Entropie ~ des dreidimensionalen 
Problems. 
Die gesuchten Lösungsfunktionen r-(81t) 1 Z (13~ t) und 
stellen insgesamt sieben skalare Größen dar. Für sie stehen sieben Differen-
tialgleichungen zur Verfügung, u.z. je drei skalare Bewegungsgleichungen 
I. und 2. Art (E-I) und (E-2) sowie die (skalare) reduzierte 2D-Energiebilanz-
gleichung (E-5) des I. schalentheoretischen Konzeptes. Die ~~~!i~!~~i!~: 
!~E~~E~gg (Kap. 7, Teil 1) ist damit erfüllt, wenn außerdem für C, die 
Momente der Spannungen ~~ß etc. und die unbestimmte Beanspruch:ngsgröße Q 
~~ sowie für die mittleren Wärmeflüsse ~ konstitutive Gleichungen zur Ver-
o 
fügung stehen. Die Stoffgleichungen für die Momente der Spannungen müssen 
allerdings die Orthogonalitätsbedingung ( E-4 ) identisch erfüllen. 
Die ~~~~~~~~g~~~g~1~g-~!~~~g!~i~~~TIB~Tix des I. schalentheoretischen 
I 
Konzepts seien folgende 
Haß 
V' 1)1.(3 - ) ;::::. 1':1 ( ~0( I d/CJ( d ,1 0 I 
Hti(J - 11 p(ß { « ) 1 1 
M c<(J }" riß 
= lj ( i( ) .t 
~ 
p 
MJo( Q QO( ( II ) ':::' ··-
f) () f) 
HJo~. QK 'V(( - .::::: Q { II) 
1 '1 " 
Q ::::; 
y 
Q { b ) 
I( 
E ..... €. { 11 ) 
0 0 
tcx: ~ - ~~( II ~)« ) , 
0 0 0 I 
x Das Symbol 7 charakterisiert das darunter stehende Zeichen (z.B. 
als eine Funktion der angegebenen Argumentenliste; dieses Symbol 




Verschiedene hier enthaltene ad-hoc-Annahmen werden im folgenden 
Kapitel diskutiert. 
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In der Entropieungleichung (9.9) ist noch die mittlere Entropie ent-
halten, so daß auch für diese Größe eine Stoffunktion der Form 
V 
;:z - ;z ( ~ ~ I d Ia< 1 d_ I 0-) 
vorausgesetzt wird. 
Das Coleman-NollscheDissipationspostulat (Kap. 5.4, Teil 1) für 
dieses zweidimensionale Problem stellt sich jetzt wie folgt dar. Für 
die Definition eines "_!:_h~r~o;!_y~a~i~c!;_e~ !r~z~s~e~" bei diesem Schalen-
modell ist zunächst die Angabe der folgenden Funktionen erforderlich: 
(1) Die Geometrie der Schale im momentanen Zustand definiert durch 
;;:.. ( e oLl t-) 
1,) f e "'1 t-) . 
und 
(2) Die Beanspruchungsgrößen 
(3) Die äußeren Lasten, u.z. 
die Flächenlasten 
und das Feld der Temperaturinversen 
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die Flächenmomente 
tinfolge hydrostatischen Druckes 
irrfolge der Massenkraftdichte 
(4) Die mittlere i .. -mere Energie c. (e~t-J 
0 
(5) Die mittleren Wärmeflüsse A:__ct (&~t) 
() 
(6) Die Wärmezufuhr der Schale ~"I?. '1"- [ (~·Nf)r-+(~~JifJ-] 0 
(7) Die mittlere Entropie ~o re~tJ 
Diese Funktionen bilden nun dann eLnen "thermodynamischen Prozess" für 
das Schalenmodell, wenn sämtliche zweidimensionalen Bilanzgleichungen, 
das sind die Bewegungsgleichungen I. und 2. Art und die reduzierte 
2D-Energiebilanzgleichung für jeden beliebigen Flächenabschnitt erfüllt 
werden. Dies impliziert zugleich die Erfüllung bestimmter Bilanzgleichungen 
für die gedachten mechanischen und thermischen Zusatzeinwirkungen, u.z. 
((8.39), (8.49), (8. 70), Teil 1). Diese Bilanzen sind aber als entkoppelt 
zu sehen und brauchen nicht explizit betrachtet zu werden. Um eLnen 
thermodynamischen Prozess zu definieren,genügt die Angabe der Funktionen 
(I), (2), (4), (5) und (7), Die übrigen Funktionen (3) und (6) sind 
durch die lokalen 2D-Bilanzgleichungen festgelegt. 
Dieser so definierte thermodynamische Prozess wird als ~ulä~sig_ 
bezeichnet, wenn er mit den 2D-Stoffgleichungen verträglich ist. Sind 
diese also vorgegeben, dann kann 
7'-(C7.c 1 ~/ cl {e ~ t) und 
zu jedem beliebigenx Satz von Funktionen 
A ( e:,(,r) ein zulässiger thermodynami-
0 
scher Prozess angegeben werden, denn alle anderen Funktionen des zulässigen 
thermodynamischen Prozesses sind dann mit den Stoff- und Bilanzgleichungen 
berechenbar. 
Bei Vorgabe der aktuellen äußeren Einwirkungen und der Anfangs- und 
Randbedingungen für die zweidimensionalen Schalengrößen, auf die später 
noch einzugehen sein wird, erlauben umgekehrt die zweidimensionalen 
Bilanz- und Stoffgleichungen die Lösungen r-;e~tJ Jre~t) 
und ~ f1fJ ", f) zu ermitteln. Es ist jetzt wichtig zu beachten, daß 
die 2D-Entropieungleichung (9.9) nicht erforderlich ist, um diese 
x Hier werden hinreichend stetige Funktionen vorausgesetzt. 
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Lösungen zu bestimmen. Gleichwohl darf die Ungleichung nicht verletzt 
werden. 
Offensichtlich könnte die Bedeutung der Entropieungleichung Lm 
Prinzip in zwei verschiedenen Aspekten liegen: 
- Einmal könnte die Entropieungleichung als eine Prozesseinschränkung 
angesehen werden. Das heißt, ein ermittelter, zulässiger thermodyna-
mischer Prozess wird überprüft, ob er mit der Entropieungleichung ver-
träglich ist. Die Lösung ist, vom Anfangszeitpunkt f~ an gerechnet, 
so lange physikalisch akzeptabel, wie an keinem Punkt der Referenz-
fläche die Entropieungleichung verletzt wird. Sollte dann eine Ver-
letzung eintreten, dann ist das rechnerische Ergebnis von diesem Zeit-
punkt an nicht mehr zulässig. 
Aus dieser Int~rpretation sind nun aber weitere Konsequenzßn zu 
ziehen. Es war davon ausgegangen worden, daß für ~ie thermoe~astisGqe 
Schale die Struktur der z~eidimensionalen Stoffunktionen ~~~ 
.... 
etc. unabhängig vom zeitlichen Verlauf ihrer Argumente ~~ 
1 
ti 1~ ~ 
und J1 sind. Ginge man davon aus, daß die zweidimensionalen 
() 
Stoffunktionen aber sonst in weiten Grenzen beliebig wählbar sind, 
dann würde eine Verletzung der Entropieungleichung durch einen zulässigen 
thermodynamischen Prozess als Hinweis zu verstehen sein, ia! ii~ ~o~-~ 
~e~ebe~e!!. ~k.!:_u.!:_l.!_e!!. !u!e~e!: !i!!.wi_r~u!:g.!:_n_uE:_d_di_e_~f~n~s.:. .~Pi !_aE:_d.:. 
~edingun~eE:_ ~..!:. ie~ !n_.!:.r~pi_e~n~l~i~h~n~ !:_i~h! ~e~t~ä~li_c~ .~_iE:d~ Diese 
Vorstellung ist physikalisch schwerlich akzeptierbar, denn die aktuellen 
äußeren Einwirkungen etc. werden - allein begrenzt durch die praktische 
Machbarkei t - als frei manipulierbar angesehen. Aus diesem Grunde kann 
die Entropieungleichung nicht als eine Einschränkung für die aktuellen 
äußeren Einwirkungen etc., d.h. als eine Prozesseinschränkung betrach-
tet werden. 
- Die obige Überlegung führt auf die zweite Bedeutung der Entropieun-
gleichung als einer Einschränkung für die zweidimensionalen Stoff-
funktionen; d$ist hier die allein mögliche Alternative zu einer 
Prozesseinschränkungx. Dies ist die Coleman-Nollsche Interpretation, 
die durch das folgende ~i~si_p~ti_o!:_s~o~t~l~t ausgedrückt wird: 
x Dies ist allerdings nur dann der Fall, wenn die 2D-Stoffunktionen im 
gesamten Zustandsraum ihrer A~gumente unabhängig von der Änderung ihrer 
Argumente die gleiche Form haben. 
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"Für i~~~"!! zulässigen thermodynamischen Prozess 1.n der Schale muß 
die zweidimensionale Clausius-Duhem Ungleichung (Entropieungleichung) 
(9. 9) in i eie~ beliebigen Flächenabschni ttx der Schale erfüllt sein" 
Diese Forderung impliziert zugleich, daß die gedachten thermischen 
Zusatzeinwirkungen die Bilanzgleichung (9.7) erfüllen. 
Das Dissipatiönspostulat bedeutet mit anderen Worten, daß die Stoff-
funktionen so beschaffen sein müssen, daß ieie_Lösung r(&~f}1 , 
d (8'~ f) und .jlt!::J<,t) der zweidimensionalen Feldgleichungen 
die Entropieungleichung in ieie~ Flächenabschnitt i_d~n!i~c~ erfüllen. 
Dies heißt auch, daß irgendwelche Felder /F(t7o(,f) 1 d(ec<,t) 
und ~ (& ~ ~} , die die Entropieungleichung erflillen sollen; 
Nebenbedingungen in Form der zweidimensionalen Feldgleichungen unter-
worfen sind. 
Sind schließlich die zweidimensionalen Stoffunktionen so beschaffen, 
daß das Dissipationspostul'at erfüllt wird, dann sollen sie als 
!h~~oiy~a~i~c~ ~o~si_s.!:_e~t bezeichnet werden. 
Da grundsätzlich davon ausgegangen wird, daß die aktuellen äußeren 
Einwirkungen, d.h. die Funktionen (3) und (6) beliebig einstellbar sind, 
erlüllt jeder Satz von Funktionen (1), d.i. ~ und -1 
die genannten Nebenbedingungen automatisch, denn über die Stoff- und 
Bilanzgleichungen lassen sich jedem dieser Funktionssätze bestimmte äußere 
aktuelle Einwirkungen zuordnen. 
In der 2D-Entropieungleichung (9.9) treten die aktuellen äußeren 
thermischen Einwirkungen, die Funktionen (6), explizit auf. Bei beliebiger 
Wahl des Funktionssatzes (1) sind die Funktionen (6) nicht mehr unab-
hängig einstellbar. Die reduzierte 2D-Energiebilanzgleichung (E-5) 
und die 2D-Stoffgleichungen erlauben aber, die aktuellen thermischen 
Einwirkungen durch '~" 1 d 1 ..j- und ihre Ableitungen darzustellen und 
dadurch aus der 2D-Entropieungleichung (9.9) zu eliminieren. 
Nach Lokalisierung erhält man damit aus (9.9) als lokale 2D-Entropie-
ungleichung 
X Die 2D-Entropieungleichung (9.9) ist eine integrale Bedingung 1.m 
zweidimensionalen Raum der Referenzfläche. Die Forderung nach Gültigkeit 
1.n ieie~ beliebigen Flächenabschnitt ist ein Lokalisierungspostulat, 
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1-A..~ oya " - rt r~ . r ) cJ /(}( ;/t 
(9. i i) 
tX ..! 
I f l ( il~ I d) 
1- C( ( d.- I i ) J 





eingeführt werden, .deren materielle Zeitableitung sich zu 
• 
1: - I( <EA - iZ - E. () ~ 0 Q 
berechnet, so daß 
<I 
• i.!l 1? .E-{1 12 - - i-0 0 0 (9. 13) 
Weiter wird 
(9. 14) 




() 0 /cX 
(9. 11) I 
Aus dieser Gleichung sollen nun Restriktionen für die zweidimensionalen 





E (9. 15) 
0 
abgeleitet werden; als unabhängige Zustandsvariable werden dabei die 
kinematischen Größen ?= p{ J und die thermischen Größen I tX I I a__l C><. 
~ und ~~~ angesehen. Die Orthogonalitätsbedingung als schon be-
M v;.l kannte Restriktion für die Momente /111 == 0; t1, 2. ist dabei zu 
"*' 
berücksichtigen. Den Stoffunktionen (9. 15) sind die dreidimensionalen 
~ c T(J(/3 7 JO< a}"ot Stoffunktionen 'f" 1 c. 1 1 und -rl-(.. zugeordnet, 
wobei aLlerdings Q bisher noch keine dreidimensionale Interpretation 
hatx. Es soll hier aber ausdrücklich nicht auf die Restriktionen der 
dreidimensionalen Theorie zurückgegriffen werden; falls von diesem Ge-
brauch gemacht wird, wird darauf hingewiesen werden. Von dieser Vorgehens-
x Auf Grund der Form des Leistungsterms 
daß der Variablen die Spannungskomponente 
ist zu vermuten, 
zugeordnet ist~ 
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weise wird erwartet, daß sie weniger restriktive E~nschrä~k~ng ~rd 
damit ~eue Einsicht in die al~ge~eina Stru~tur der nichtlinear~ 
thermoelastischen Stoffgleichungen fi,ir die Schale 1ief~rt. Die Vor-
gehansweise impli~iert die Vorstellung, daß die int~grale Entropieun-
gleichung nicht mehr fi,ir i~~~g beliebigen materiellen Abseh~itt im 
Schalenraum für alle thermomechanischen Prozesse identisch erfüllt 
werden soll, sondern eben ~ur für die materie~len finiten Linien-
elemente auf der Schalenfläche. 
Bevor nun konstitutive Einschränkungen aus (9. 11) 1 entwickelt 
werden, sollen die zweidimensionalen Stoffunktionen im folgenden Kapi-
tel der Forderung der Beobachterinvarianz unterzogen werden. 
-20-
9. 1.2 Ableitung von Restriktionen für die zweidimensionalen Stoffunktionen 
aus der Beobachterinvarianz 
Für die zweidimensionalen Stoffunktionen~ der Schale sollen folgende Abhängig-
keiten von den Variablen ~~ , ~~ , ~, ~ , ~~~ bestehen 
V 
)jr/j) = Mo<;! 
I d/<X. I dl .!l) () (riet 0 (} 
)ltr';J .= NKIJ ( (I ) 
-1 -1 
f!rlf3 HKß ( II ) -.t ,2, 
/)<><' QO( / 
" 
) 
(>(. - ( / 
0 () 
Qo( a~ ) 
(9. 16) 




..,. Q ( " ) 
<( 
( ) E - E ft 
0 C) 
w .:::: ~ ( /I ) 
{o( 
"" 
_jx ({) ..j)ol ). 
0 0 
Zunächst ist anzumerken, daß Ln der Argumentenliste der momentane Ortsvek-
tor ~ dei Bezugsfläche nicht enthalten ist. Man kann zeigen, daß dieser 
Vektor aus Gründen der Beobachterinvarianz nicht enthalten sein darf; dies 
kannvom Leser selbst nachvollzogen werden. 
Einschränkend ist dagegen die Annahme, daß die integrierten Wärme-
flüsse ~~ nicht von den kinematischen Variablen ( ?;IX, i!;«, ()() abhängen 
sollen. Geht man davon aus, daß der Wärmeflußvektor f in der Momentan-
konfiguration des dreidimensionalen Problems unabhängig von kinematischen 
Zustandsvariablen ist, dann wird dennoch der in der Referenzkonfiguration 
definierte Wärmefluß 
o =- .5'~ F-' Ci 
-r~a g - t 
bildet wird, muß 
~ (Gl. (4.18)) von der Verformung abhängen, denn 
/K q 
. Da ~ aus Komparrenten von '/'~ nach ( 8. 35) ge-
im allgemeinen auch von ~o<' 1 ci;l>l.. und d- ab-
x Das Symbol '7 charakterisiert das darunter stehende Zeichen (z .B. tf~11 ) 
als eine Funktion der angegebenen Argumentenliste; dieses Symbol soll den 
Unterschi~d-~~;-Funktionswert (z.B. f1«~ ) deutlich machen. 
(J 
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aber auch mit der 2D-Entropieungleichung bewiesen werden, daß J1 1 ~ 
A~ cl o 
den Stoffunktionen t{ enthalten sein darf. Auch dieser o I··· 1 o Beweis 
sei dem Leser überlassen. 
In Kap. 8.2.f war sc~on gezeigt worden, ·daß die Werte t./~;1 




tersystems ändern. Dies soll auch fUr c:: t"' und !.>... verlangt werden, so daß 
,{) 
* M «;1 ;i-( ~(3 
/)y/.=-0~2. 
41i ~ 
~o( a o<. Q - /h ::- ~/I 
<'i1 "11 
*" Q - Q (9. J 7) 
1f 
E. .:= E 
0 0 
~~ .. rlt 
4X.K .:::- 4 ~I 
0 () 
Im ungesternt~n ("ruhenden") Beobachtersystem lauten die Stoffgesetze wi~ 
unter (9. 16) angegeben. Im gesterntep. ("bewegten'') Beobachtersystem haben 
sie die Form 
~ 
'*'- 7 't- ~ ,11-Ne(/_, - 11 ~!1 ( -#- dl~ d J) (') o Iot. I ) ) 
'H- *' (9. 18) 17' 
i cfo ( lA ) 
~ * tl 
A* ~~ - /~ (J. ( A~ IJ jcX) 
0 o I 
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Das Forminvarianzprinzip (Kap. 4.2. I) besagt nun aber im Hinblick auf die 
Stoffunktionen, daß für ~vei im beliebigen Bewegungszustand befindliche 
Beobachter, deren Koordinatensysteme kontinuierlich auseinander hervor-
gehen, die Stoffunktionen die gleiche 
-1(:-
!r Xß ( r.:f" 
0 /IX I d I !J< 1 
••• 
* V 
rA ( II ) 
Form haben, d. h. 
(9. 19) 
Mit den Transformationsgesetzen (9. 17) und mit (9. 16) und (9. 18) folgt dann 
I 
aus dem Forminvarianzprinzip (9. 19) 
!t «~> ~ r~/1<; ilo( I z~1) -=-
' 
(r~ .5 Ir- I? 
= I d/X /dl1) ~~ 
(9. 20) 
I';J '( .:r I 1~~) 
Mit den Transformationsgesetzen bei Wechsel des Beobachtersystems für die 
Vektoren ?: und ;[ (Gl. (8.42)) 
-~ (9 . 2 1) 
d 
und mit der weiteren Transformationsregel 
(9.22) 
wirdx aus (9.20) 
/rot(!. 
0 ( -f;ot. 
und die Identität 
17 




Zunächst erkennt man, daß t:(~ nicht in den Bedingungen (9.2~) auftritt. 
Da C(t-) die translatorische Relativbewegung zwischen den Beobachtepiiystemen 
beschreibt, bedeutet dies, daß das Forminvarianzprinzip bei Übergang zu einem 
beliebig translatoris~h bewegten Beobachtersystem keine Einsc~rä~kungen für 
die Stoffunktionen ~~ß etc. liefert. D.h., durch die ang~nommene Ar~~men­
tenliste ist die Forminvarianz der Stoffunktionen gegenüber translatorischen 
Beobachterwechsel von vornherein sichergestellt.xx Weiterhin zeigt die Iden-
tität (9.24), daß jede Stoffunktion ~oC. mit der angegebenen Argumenten-
liste der Forminvarianzbedingungen automatisch genügt. 
Überträgt man das Cauchysche Representationstheorem (vergl. Kap. 5.5, Teil 1) 
auf irgendeine der Bedingungen in (9.23), dann bedeutet dies (hier sind fünf 
Vektoren ~~ 'f..t
1 
~4 1 ~1. 1 d die Argumente!xxx), daß die Stoffunktionen nur 
von den Skalarprodukten 
,:;; , ,;;. (?. - a (1((1, /()( I 3 Größen 
- d(J/ '7' d "" t I« 2 Größen 
-"".... d :::::: . )v;. Iot. • " '/-' 4 Größen 




?r d·d ... t 'I 2 Größen 
~o~.. dn :::;; . J;(l , 3 Größen 
15 Variable 
. . ~ 
Man beachte, daß die Flächenkoordinaten 67 in ~eiden Beobachtersystemen 
zahlenmäßig gleich sind, so daß nicht zwischen /!)"' und eo( unterschieden 
werden muß. 
Dies wäre anders, wenn~ selbst mit in der Argumentenliste aufgetreten wäre. 
Die Temperaturinverse spielt nur die Rolle eines stummen Skalars. 
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und von den skalaren Dreifachprodukten 
d · ( r;-/()( X ~/.. ) 
d ' ( d/R< X Cl
1
tt ) 
dloc' ( ?;11 X 71 Jl ) 
~.< ' ( ~4 y d,~) 
(die anderen denkbaren Spat.-
produkte sind durch diese unter 
Beachtung des Vorzeichenwechsels 
darstellbar) 
abhängen können. Mit der Zerlegung (8.77) 
-d = ,""-
wird aus den Spatprodukten 
(9. 26) 
(9.27) 
Man sieht also, daß die v~er letzten Spatprodukte in (9.26) durch das erste 
()( 
und '!A 1 /-f"' darstellbar sind. Mit (9.27) wird nun nach skalarer Multi-
Plikation von d-
Ir:~. 
J;ci. 0/3 - 7ct 
mit 
~ ---r-;3 
d.s. vier Gleichungen J 
~0( ·d - ~~-()( '1$ 
d.s. zwei Gleichungen. 
und 
I ~;3 -I-' /o~ Z·i7~ ) (9.29) 
·d ~ /~< d.d / (9.30) 
Die Gleichungen (9.29) und (9.30) stellen ein lineares Gleichungs-
$ 
system für die sechs Größen Zot und /{(ot dar. Aus (9. 29) folgt für 
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C(,.:::t"f 
I /3 ~ 1 
1- 1 - - -f y, z - -f ~-~ d· ;r ~ .... -1 '?';,.., 6 7'; --1 ?it • yt., /;? - • 7; -t 
(9. 31) 
0(. .:= -1 I /& :: ,Z 
? 1 "' - -t z - + ~1 d· ?'- .::: ~'1 ~)"'--f ?/"1 , ?'"~, ?"' "';~ •r /.2_ 14 ll_ 
und aus (9.30) ergibt sich mit ~ ~ 1 
+ 
Dies ist ein System von drei linearen Gleichungen für die drei Unbekannten 
";-1 -;I 14 Z I /4_" • 
Ganz entsprechend läßt sich auch für {z z_' [
2 
-1 und /t.. 2.. ein lineares 
Gleichungssystem angeben: 
"? 1 .:;-. • ;:;: + ~ l. :;::. r- -f AL, d I:;/? = d- . :;. ct ,,., u_ [? /I.',., 1'-.. tJ ,..., 
;~ 1 (9. 32) 
?'J., 1 
(c.. r1)1 ·d +n;?- 5' (l ~2. ' cc.. 
Eine eindeutige Lösung für diese beiden Gleichungssysteme existi~rt, wenn 
die Koeffizietendeterminante (die für beide ~ysteme dieselbe ist) 
r~:f-
!-4 I "1 ~'I· y~ '1.. ;;., ' ([ 
;}) ?;.z r i')'i ~~·-~z.. ~.2 ,()(_ 
(9. 33) - 1'7 
d - d· - d·cl , ?" ,.,..../4 
1/} 
nicht verschwindet. Nun gilt aber bekanntlich für drei linear unabhängige -Vektoren c-1 c~ , c.:s. 
- C1 • c..2. e_,.~ c,. z1 (9 . 34) 
.<.. 
{ ?., · { c:<- x c j ) ] c..l-c? - - = ckf{t; ·E~.) - Cz. · C .t. e"" ,. f'.l 
Cs, ~ ~, C'.z. ~ ~ 
bzw. 
Da ·r:,l){ und o/. linear unabhängig sind, d. h. 
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d (-;;. "' :r ) ~)-4 • (.r.J. ~ d) ' l'f /'- J<t - 7 r c 
folgt, daß die Determinate lJ nicht verschwindet. 
Folgende Feststellung ist für das Weitere wesentlich: 
Die Determinante ~ und die rechten Seiten der beiden linearen Gleichungs-
systeme (9.31) und (9.~2) sind allein durch die 12 Skalarprodukte 
ao/-l ·- 7"' . j~ 3 Variable . - //J( 
"~ . - -?'" d 2 Variable . !c<. 
)~ . - ~ ~ cf;z 4 Variable (9, 36) . - /~ 
t. -.--(/ "- ~tJ., d 2 Variable t;( "' -
d'.-. - d·d Variable 
12 Variable 
gebildet, die in dem Satz von 15 Variablen (9.25) enthalten sind. Daraus 
folgt, daß 7oc 4 und/.< allein durch diese 12 Skalarprodukte darstell-
bar sind. 
Mit (9.28) ist damit gezeigt, daß die Spatprodukte (9.26) darstellbar 
sind durch 12 (Gl.(9.36)) der 15 Skalarprodukte (9.25) und 
d " ( ~Q( X ~~) . 
. ) 
wegen (9.35) und (9.33) ist dieses Spatprodukt aber wiederum durch Skalar-
produkte, die in (9.36) und damit in (9.25) enthalten sind, und durch 
(9. 37) 
darstellbar. Wegen (8.78) ändert i aber nicht sein Vorzeichen und ist daher 
konstant; r kann also aus der Variablenliste entfallen. Damit ist gezeigt, 
daß die Stoffunktionen (9.16) aus Invarianzgründen nur von den Skalar-
produkten (9.25) abhängen können. 
Diese 15 Variablen lassen sich noch weiter reduzieren L- 6 7. Mit 
der Zerlegung (9.27) wird 
~ !i s 
~"' (!3 as/< -r '7« /"<-~ ctrs (9. 38) 
7/ltt:< {;t A- d/'-
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woraus sofort folgt, daß das letzte Skalarprodukt in (9.25) durch die 
übrigen, d.h. durch den Variablensatz (9.36), vollständig bestimmt ist. 
Die 12 verbleibenden, gegenüber Beobachtertransformationen invarianten 
Variablen (9.36) stellen also die wesentlichen kinematischen Argumen~e 
der Stoffunktionen dar; daß diese Liste von Invarianten tatsäch~ich nicht 
weiter reduziert werden kann, also eine minimale Integritätsbasis L~87_7 
darstellt, wird in Anhang ( 4 ) bewiesen. 
Bevor weiter auf die Stoffgleichungen eingegangen wird, werden hier 
;a 
noch k4r~ Beziehungen angegeben, die es gestatten, die Größen 1~ und 
~~ zu berechnen, und zwar einfacher, als wenn von den beiden GleLchungs-
systemen (9.31) und (9.32) ausgegangen wird. Es ist 
:1 /J(f> ":;:.. • d !l + ~~ dcx :::::: = {/3 Clgb( /{)( ;/1 
~ - d"d - {j g d ~ +~~ tf. ,, I (9.39) 
aus (9.39)
2 folgt dann 
l\r = (J, -(,~dg);J.: • ) (9.40) 
mit diesem Ergebnis erhält man aus (9.39) 1 dann ein lineares Gleichungs-
system all~in für !12> ~ 
- (9 . 4 I) 
dessen Lösung es dann gestattet, auch ;ka- explizit als Funktion der 12 
kinematischen Variablen (9.36) zu berechnen. 
Aus der Forderung der Beobachterinvarianz der Stoffgleichungen (9.23) 
folgt also, daß sie folgenden allgemeinen Aufbau haben müssen: 
«(J V ri(J ( 
clo< d « 1 ~I ~I~)) 1>1 ~ o, -f, z_ 1 )1 :;:: !;;! a«;1 I 
1n I I I 
r 
(9. 42) 
() o( V 
) J - ()«( 
,, II 
11 0/f .:::: -11 r11 I 
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v' 
Al ~ A) Q .:;;; Q ( a~ß, dw.
1 
JK;z 
1 o( I I () 
V 
) c -= c ( lf 
G 0 
~ 
V (9. 42) 
~ ( ) :::. 
to( (I' I?~ 
.:::: JK (1 I -([~0( ) = ~ (A, A.)~) 
1:7 0 I) IJ 
Da der kinematische Variablensatz (12 Variable) minimal ist, können die 12 
kinematischen Größen und die. Temperaturinverse -~ unabhängig voneinander 
beliebige Werte annehmen, sofern nur die aktuellen Belastungen und Randbe-
dingungen geeignet gewählt werden. 
9.1.3 Zusammenhang zwischen den kinematischen Zustandsvariablen der Schale 
und den Komponenten des Lagrangeschen Verzerrungstensors im Schalen-
raum 
Mit (6.38, Teil I) und (7.1) wird 
j- ( - )dt9-< + dd& a? _ -r;ot + e c:t../of. 
so daß mit (9.26) und den Definitionen in Kap. 6. I (Teil I) 
d;o·d;o -dP·dP = 
- ( [ a.t(J - Ro~;J] 
er 8d'J .~.. e [ 1 .,.. /~ "" 1-- fl:,J J) 8(J + II/ fJ o( 
r /I rx'fl /1;-""' "'o a 
t(a/[J;fJ - !!1$ B: B;} j tlcl' ae fJ 
+ (..! d", + f) [ .t J;,] J t/8" cl& 




Weiter ist mit dem Lagrangeschen Verzerrungstensor ~ (Gl. (3.32), (3.33), Te~l 1) 
d11 ·d-fi - d fJ. d tJ -= l d JO .f: cl i3 ==- .G E~ d&'<cl& ~ 
==- -4( E".f' d&~&tt f(c".s 
1 EJ 3 cl eJdtJ J} . 
(9. 45) 
..] 
Unter Beachtung von tfct~tfe9 erhält man danp nach Koeffizientenvergleich 
in (9.44) und (9.45) 
E.ot.(3 = t7JO( ~ 1 f a .. fl - lt~f!. 
-1- t3 [) ;((3. -1- d;J 0( + 2 ßot(J ] 
t-f&);_ { ,J;~ 3gc( 13~ 1 j (9.46) 
E()('J r- E,ytX. do( I- & ~ F - Eo( 3 -Jo<. 
./":} E~J .= 1 ( d lv Ot: r-9~) 
E::l3 = 1 ( ~- #f) 
Als Potenzreihendarstellung in tf wird dann 
4 
EO(~ - E.t.o~._ - ~ ct.;;, + 8§-~ f (&) 1- t<(J /"' .& 
E«.3 e.Jo<.. ~~J + e E.u-3 
(9.47) 
!:;:::; - ,., 
E..]J :::;::; ~ ~,J I 
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wobei 
~ «;3 - 1 ( ttp(~ - H(J/rs ) ,..... l -= .::;: f3 o( 
J= .:::: 1 ( jo(fl f- ~0( -r 2 8«p) E;Jo< -::; r<(.l = __, 
E..ot(!. - 1( 4;A - ,830<! (3~ ) f /]o< ::: z (9. 48) 
~o(J :::::: 1 dp( 





E. ..." (~)·-~) j ::::: Cl JJ ..z 
Die linken SeÜen von (9.48) stellen 14 beobachterinvariante Variablen dar. 
Man erkennt, daß bei Vorgabe der 15 Invari~nten (9.25) oder auch der 12 In-
varianten (9.36) die Größen f«'t3J ~~~~ß etc. vollständig bestinnnt sind. 
Die Umkehrung gilt allerdings nicht! Es stellt sich jetzt die Frage, in welcher 
Weise der minimale Variablensatz (9. 36) z. T. durch die Variablen f.tt'J. ;'"J f J.:J 
ersetzt werden kann. Spaltet man riii(A in seinen symmetrischen und schiefsyrrnne-
trischen Anteil auf und beachtet (9.48)
2
, dann erhält man 
1 ( Jo((J. +- ;;;1>~) ::::: E. rX(l - 3o{A 
-'1 
1 (J?- r0a(_) = . otX(1 , . 1 (9.49) j 
so daß 
~olf - ? t;(t> - /3 '>~(! + 00 (9. 50) 
Durch Vergleich von (9.48) und (9.36) unter Beachtung von (9.50) erkennt man, 
daß sich der minimale Variablensatz (9.36) umkehrbar eindeutig durch die 12 
beobachterinvarianten Variablen 
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~~ß !f-o~~ Er;{.J, 0 E. o< 3 "" ' f.sJ ~13 
..3 Ytv~. J~·. _z f'M, tJ/p. ~~ ~4~ . (9. 51) 
s<!~· ~· ,$1)~11-· 
ersetzen läßt. Die Variable ~~ ist darin nicht enthalten, sie läßt sich 
aber mit ~ß entsprechend (9.48) 3 durch den Variablensatz (9.36) und damit 
auch durch (9.51) darstellen. ~nstelle der kinematischen Variablen (9.36) 
können also für die Stoffunktionen auch die kinematischen Variablen (9.SI) 
verwendet werden. 
9. 1.4 Ableitung von Restriktionen für die zweidimensionalen Stoffunktionen 
aus dem Dissipationspostulat 
Die zweidimensionale Clausius-Duhem Ent~opieungleichung (9. 11) 1 für die Schal~ 
soll zunächst noch auf eine Form gebracht werden, in der die kinematischen 
Größen ~"' • ~~ J J;ol. • ~t1- etc. durch den minimalen Satz der unabhängigen 
kinematischen Zustandsvariablen (9,36) ausgedrückt wird. Dies ist nicht 
zwingend erforderlich, aber aufgrund der Invarianzstruktur der Stoffunktionen 





-r;()( • ~/a ..;- ~()(I cllß (9. 52) 
• . ~ ~ -- - ~IX·d~(3 f- tL;(l , -;;~·.-;;~ ~IJ + ";o( 
• 0 ~ -
- d t :;; '5 (Qt ~ + i 'cZ / oL f- rl; {)( . ~ 
.! 
Spaltet man ~tX. j~ ~n seinen symmetrischen und schiefsymmetrischen Antei 1 
auf, dann wird 
(9.53) 
wobei 




























1(?=;ot' -r;4- .:;;rl'~.x), 
" -
'l;()(;d 
' ~ . - 7-,4, -r (c< - /Ao( 'lJ/1 f d I J! 
(~ . - ;z 't?.- J/3 <:~~. ...e, --)AA ~ ., / l ;ß aL 
' 
. 
" ;{) /tt,ot. - ( d/> - ?j/.l 
..L .s • - d f -'7/~ 7ot - d~cl~ot. 
• • 
-r;!S ·d ~()! ~ -1 d ~Q( 
Für das Weitere werden noch die folgenden Darstellungen benötigt: 
.. 
T /tot ( oL;3 - ?'!r'J "f/L) . .. , 







Damit sind die 15 kinematischen Größen -?io<.. ~~ 1 d;o~. 1 ~ll etc. in der 
2D-Entropieungleichung (9. 11) 1 durch die Raten der 12 kinematischen Zustands-
variablen a_olß) d IX I rl()((3 · etc.' (9. 36) und auß~rdem durch d ·1:!~ sowie die 
schiefsymmetrisc~e V~riable <?7o~. • "'/~ > ersetzt; d • ?J;a und die schiefsymme-
trische Größe < >Jo~. ·~>stellen drei Variablen d'ar, so daß in diesem neuen 
Variablensatz ebenfalls 15 Größen vorhanden sind. Einsetzen in die 2D-Entropie-





+ ~()(_ · d~ [ L ~ -- ( !1/J~ l};f"tj /<;r. 
r ft J'fl ( J//tr1 - l;J /tf) 1 
> 0 
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Beachtet man jetzt die Definitionsgleichung für 6~ ((8.83), Teil 1), dann wird 
der letzte [ ••• J -Ausdruck im Leistungsterm der Beanspruchungsgrößen 
L o( _ ( l;tß«_ f! aljl)~~ + {1 j/(J (!~ ~~ _ ~ ~~,) 
1 ( {!Jil- !;!(SJ ft(S /-o' - (J' /!<) 
f f! 0'~ ('!, ~"' - ( /?) '/< J' ) (9. 58) 
~ (!;! f!J' t- {1"1('! d' /t--1' -;"//' t ) 
~----v~--~1· r ------~ 
Sv/ Ii. V>J. fri.sc/v .St-1. V Svf h. ~ ,4.,· ?~>-/v ~ t ß 
so daß dieser Ausdruck identisch verschwindet. 
" Der schiefsynrrnetrische Term < J;"o( • ;::;:.,;/5 > kann durch eine Zahl r 
vollständig beschrieben werden: . .. r; == < ?J-t • -r;.<. > - - < -r;-l , -r::--1 > (9.59) 
Daher wird de~ vorletzte Term im Leistungsausdruck für die Beanspruchungsgrößen 
(9. 57) 
'~~. ~/J > [ (! p((.J + { f!d'(J -l;1417d' o( - ft 1f(t (J 71' ~] 
r [ (! 12- - 1 -tll -~- Glf '.t- f1'1 ß -~ 
- ( ftl1_1f 'J?,~ ~- {f'f/J' ;_(P 4 f f!'?~ 1ir? 
= r [ );142_1;1~/1 + ( d4l_ {1-(J((,/'-r lz l) 
t ( t! 1~ /;' 2~ ( {;f ~ {.t ~ - 71 l~l_ ~) J I 
(9. 60) 
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Mit der in Kap. 8.2.2.4 abgeleiteten Orthogonalitätsbedingung ;[.~= () , 
die sich auch in der Form ((8.81)~ Teil I) darstellen läßt und die eine identisch 
zu erfüllende Restriktion für die Stoffgleichungen darstellt, folgt aber, daß 
(9. 60) für alle 'f identisch verschwinden muß. Damitentfällt auch dieser Term 
in der 2D-Entropieungleichung. 





Im Weiteren ist zu beachten, d~ß aol(l. symmetrisch ist und daher nur drei un-
abhängig voneinander einstellbare kinematische Variable darstellt. Mit diesen 




{1 ( H(a~) ;tl («;.3 VA f 1g (cdrP. + ?i-)) ~P<f> 0 f ' 0 "' t?'< ;:y ao/3 ;>a;<!"l 
V 
T ??< ( : f:~ ) J 
-1??/t~1~ f JR(r/1-JJ 
r~ (f#ß + f~~)~ + ~~ t;i i} 
f-j /1( d- ;;~~~j<~)J +ff#. t~:!) J 
> 0 
die 











;Vif~) symmetrisch sind: 
(9. 6 3) 
f t/ '!J- f;$V 1~ c< v' )1 cff /; (>(. - 2. (.r 7! 
~ ( ~~(J ;1/flj IV + ~ 
(9. 64) 
Das Dissipationspostulat (Kap. 9.1 .I) erlaubt jetzt eine Reihe von Einschrän-
kungen für die Stoffunktionen aus (9.62) abzuleiten. Da die aktuellen äußeren 
Einwirkungen beliebig manipulierbar sind, können auch die Funktionen :;.(&; t) - ~ 
d(&~f) und ~(GJ 1 t)>o l;>eliebig eingestellt werden .• DahE,;r könllen ~ie 
rä.umlichen ~b lei tungen ~ol. J d..~d 1 ~ot. und die Raten I 1 CL ; j 1 ;;-oc 
tL,o<. , {j
1
..tj !~~~1: beliebige und voneinander unabhängige Herte annehmen.'!'!{ 
Die Stoffunktionen (9.42) hängen aber aus Invarianzgründen nur von bestimmten 
Kombinationen der Variablen '?)t>t , ;z;c<. , ;[1 .{;- 1 ~laL ab, nämlich dem minimalen 
kinematischen Variablensatz (9.36) sowie ~ und ~~~ . Daher können auch diese 
I ~L • 
Variablen bzw. ihre Raten rLo1;1, .~~; 1/1 -j und ( .(;..,r;~.l !~~~L.!?.~!.!:~~.Ü~-~~~-~~~~= 
~~~g_!;g_~~~~.!:~~~~~E eingestellt werden. 
In die 2D-Entropieungleichung (9.62) gehen diese Raten nur linear e~n. 
• • 
Wenn diese Ungleichung für beliebige Raten t{,ot;J::::: ~« etc. ;rf·üll t se~n 
soll, • dann müssen die Koeffizienten der Raten cio(;:t:::: ~ o1, •• •) -t/0. 
und .tJ , d.s. die {.~.]- ··Ausdri.icke, verschwinden. Man erhält also zunächst 
die folgenden ~.!:~~S~E~~~~~~~~-~~E~~QEE~~g~~ zwischen den Stoffunktionen: 
V v' 
~/ 





~ ,/ o<p I M ~~~:, o( ,. 
I·' --s: / / - .,!_ (-r .., A ,;~< ;' ,1A( ;1 
0 
(9.65) 
Auf e~nen Beweis wird hier verzichtet; er folgt analog der Darstellung ~n L~B 7 
-37-
v' 




{) ~ /1 /11ct(J - A J??.. 2. /Ac~.. 4 ~~ 0 (9.65) II 
v 2 f dq)v t/K.fJ Q - -A ot>< W f 11 ~" ft!J 
() 
Die 2D-Entropieungleichung reduziert sich damit auf die ~~~~~~~E~Ei~~~ß!~iS~~~g 
(9.66) 
Die erste Bedingung (9.65) 1 liefert nur eine Einschränkung für den symmetri-
schen Anteil ~(~ß). Hier erhält jetzt die Orthogonalitätsbedingung (8.74) 
bzw. (8.81) 1 erneut Bedeutung, da sich aus ihr der schiefsymmetrische.Anteil 
Hv <-<;3> 
0 ermitteln läßt: 
(9.67) 
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Daher wird mit (9.64)
1 
und (9.64) 11 
(9.68) 
vß v~~ 
In der Bedingung für ~ (9.65) 111 läßt sich noch ~ durch (9.65) 11 aus-
drUcken, Man erhält schließlich die Stoffw1ktionen der Beanspruchungsgrößen 
l:fK/JI Q(l{. (-11::::~-t) und a dargestellt als Funktionen der Massieuschen 
~ ~ ~ 
Funktion p und der Beanspruchungsgrößen tJ! in der folgenden Form 
() 
1/ V V 
: _ r~~drPv) r ~(t~ d~J 
v 
V )1!/ ~ &!3 
dd;$ 01( tJ -1- ()djJ 1 ?Jri~ -f 4 lf/q 
v 
v 
=- =b~(d~-) v c!($ 
(9.69) a/3 - {1 /f< 




2 ~ (;:J Q ) 11''1' 0. .:::; - T 84- -t- ~ ~«(/'a 
eh 
V 




Durch Einführung d~r freien Energie für die Schale 
V 
f?/~ • ...... 
7;; 0 - (9. 70) 
V 
J ~ of;J ;, (.J ~ 
lassen sich die Stoffunktionen 1"'1 U< (,4t .:-q4 
11: t/ o((J _" I 'iA 
t; und f' darstellen; hierbei entfällt dann der Faktor 
und () auch durch 
in den ent-
sprechenden Darstellungen. 
Es sei noch angemerkt, daß natürlich die rechten Seiten von (9.69) 1 und 
(9.69) 2 die Orthogonalitätsbedingung (E-4) identisch erfüllen. 
Die Bedingungen (9.69) und (9.66) stellen die konstitutiven Einschränkungen 
für die Stoffunktionen (9.42) dar, wie sie aus der 2D-Entro~ieungleichung 
nach der Schlußweise von Coleman und Noll ableitbar sind; man beachte hier, daß 
Ergebnisse aus der dreidimensionalen Theorie bisher nicht verwendet wurden. 
Zunächst zeigt (9.69)
5
, daß die in Kap. ((8.2.2.4), Teil I) gemachte Annahme 
der Existenz einer Stoffgleichung für die Größe Q nicht dazu führt, daß die 
V 
Stoffunktion Q unbestimmt und frei wählbar bleibt, sondern daß bei Vorgabe 
".r.V v «(1 
von 't:J und tj auch t/ festgelegt ist. Insbesond7tre zeigt aber das Er-
gebnis (9.69), daß die Vorgabe der freien Entropie~ nicht ausreicht, um 
die anderen Stoffunktionen festzulegen; hier ist noch die Vorgabe der Stoff-
funktionen tf~ß erforderlich, die nicht notwendigerweise symmetrisch sein 
l, 
müssen, und für die sich aus dem Dissipationspostulat keine Einschränkungen 
ergeben haben. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zum dreidimensionalen 
Fall (Kap. 5, Teil 1). 
9. 1.5 Bedeutung der Hornente 2. Ordnung für die 2D-Schalengleichungen: 
Das t/ -Theorem 
Im vorherigen Abschnitt war festgestellt worden, daß sich für die ~oment~ 
V~ 
2. Ordnung iY keine Einschränkungen aus der 2D-Entropieung1eichung und 
der Orthogonalitätsbedingung ergeben haben; insbesondere ist ~~~ qicht aus 
V 
der frei~n Entropie ~ bestimmbar. Es stellt sich hier jetzt die Frage, ob ro "'C(I-1 
gegebenenfalls auf eine explizite Angabe der Stoffunktionen ~ bei der Er-
mittlung der Deformationen bzw. Bewegung der Schale verzichtet werden kann. 
d(B~ t) unab-Oder: Ist di€7 Momentangeometrie der Schale 1'-(El'l.,f} 
jj~dA 
hängig von der Wahl der Stoffunktionen ~~~· bestimmbar? 
und 
Diese Frage ist u.a. durch d{e Feststellungen motiviert, auf die Eringen 
L-41, S. 124_7 bei bestimmten multipolaren Medien hingewiesen hat: Gewisse kine-
matische Größen (dort der schiefsymmetrische Anteil des Spannungs- und des Mo-
mentenspannungstensors) sind durch ein elastisches Potential nicht darstellbar 
und bleiben damit unbestimmt; allerdings sind diese schiefsymmetrischen Anteile 
nicht wesentlich für die Bestimmung des Verschiebungsfeldes. 
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)1 5'(! o( 
/Jn_ ·-·- --1 ?-f 
0 
() 
1YJ d(! • - 11~ + l:f I;J ()( 4 ; - 1 ~ fcr 
or iJ ()ß + )j~ p- 1 I'~ . - () 
"113 . Q,ö f- )1<~';1/ ' - (9. 71) --1 .<,; ~ 
I'V/1 Q(J ar 7c t1 I ll ()1 I f- + , - "" (f .t..l Q 
, - 0 + () '!' , '1 t" 
erhalten die lokalen Bewegungsgleichungen I. und 2. Art und der lokale 2D-
Energiesatz die folgende Form 
.. (9. 72) 
L- Cf d- -1- oi /J 7)6 J p d 
~41-
Wesentlich ~ür das Weitere ist nun, daß sich mit den konstitutiven Restrik-
tionen (9.69) die neu eingeführten Größe~ (9.7l) allein durch die Massieusche 
Funktion ~V oder die freie Energie 't Gl. (9. 70) darstellen lassen; 
die Stoffunktionen {!«~ heben sich in den Differentialgleichungen (9.72) 















Damit ist ge~eigt, daß ~n die Bewegungsgleichungen I. und 2. Art und in die 
V v 
2D-Energiegleichung nur die freie Entroyie q; und innere Energie € als 
Stoffunktionen eingehen, nicht aber ~«~ . Da diese Differe~tialgleichungen 
die bestimmenden Feldgleichungen für die kinematischen Größen ~ und d und die 
Temperaturinverse A sind, sind die Lösungen if-1 d! 1-- unabhängig von der 
0 \1 
Wahl der Stoffunktionen 1f~4 . Hier ist allerdings noch vorausgesetzt, daß sich 
die Randbedingungen der Schale auch in den Variablen der linken Seite von 
(9.73) darstellen lassen; dies wird später (Kap. I I) nachgewiesen. 
A ~ Wß 
Dieses Resultat zeigt, daß die Stoffunktionen ~~ im Hinblick auf 
die Lösungen ~ af, ~ beliebig gewählt werden dürfen; man kann sie also 
nach "Bequemlichkeitskriterien" festlegen. Das bedeutet aber auch, daß die 
Beanspruchungsgrößen H()(ß 'm =q1, 2..1 Qo<., M==4--1 und Q letztlich unbe-tw I , _", 
stimmt bleiben bzw. nur durch eine noch festzulegende ß~~~~~!i~~ bestimmbar 
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werden. Dieses Resultat soll weiter kurz als das ~--=!~~~!~~ bezeichnet wer-
den. Auf einige mögliche Konventionen wird im folgenden Abschnitt eingegangen. 
9. 1.6 Alternative Formen der Stoffgleichungen 
Geht man davon aus, daß die Variablen weiter als die Beanspru-
chungsgrößen der Schalentheorie beibehalten werden sollen, dann erscheint die 
Konvention 
0 (9.74) 
naheliegend und sinnvoll. Andere Alternativen sind aber vorstellbar, die u.U. 
auch rechentechnische Vorteile haben. Insbesondere werden andere Konventionen 
als (9.74) aber Vergleiche mit Ergebnissen noch später darzustellender Vorge-
hansweisen ermöglichen. 
In der bisherigen Darstellung der Stoffunktionen 
(9. 75) 
war davon ausgegangen worden, daß das Skalarprodukt 
durch den minimalen Satz kinematischer Variabler (9.36) dargestellt wird, so 
daß die Funktionen (9.75) explizit nur vo.n den Zustandsgrößen 
I I ) 
abhängen. Da die Errechnung von v.t/3 als Funktion der unabhängigen kinemati-
schen Zustandsgrößen u.U. auf praktische Schwierigkeiten stößt, kann es von 
Vorteil sein, die symmetrische Größe ~;1 in.der Argumentenliste der Stoff-
e:.. 
funktionen beizubehalten, wobei allerdings zu beachten ist, daß /l/o((.l keine 
unabhängige Zustandsgröße ist. Anstelle von (9.42) seien die Stoffgleichungen 
also gegeben durch 
-43-
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wobei die Nebenbedingung 
(9. 77) 
gilt. Dann wird y .y , 
~ dqd ?r/Jo 
.. 
/f. - J) ~ 
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A d~ "ct. 
dr- ~ fJd;J d~ (9. 78) .y 
i2L;v d!J ; )~ . -f ()~~ f d; A. I ~af 0 
wobei 
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Man stellt leicht fest, daß die beiden { ... }-Ausdrficke ffir sich identisch 
verschwinden. Dieses Zwischenergebnis wird in die 2D-Entropieungleichung 
(9.57) eingesetzt, und es wird dann analog wie in Kap. 9. 1.4 verfahren, d.h., 
es wird verlangt, daß die 2D-Entropieungleichung ffir alle zulässigen thermo-
dynamischen Prozess~ (d.h. auch hier ffir unabhängig voneinander einstellbare 
• t P IQ A{J tJ 
Herte a...c(;:J.-:= a(&<. 1 ;;ot;1. J d(S; ~ 1 /1/ 1 1 ) identisch erffillt sein soll. 
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und wie vorher (vergl. (9.66)) die Ungleichung 
Wesentlich in dem Ergebnis ist jetzt, daß die Stoffunktionen der Momente 
2. Ordnung nur in der Kombination 
~) 
auftreten. Wegen des ~ -Theorems könnten jetzt die Stoffunktionen 










Damit vereinfachen sich die rechten Seitep von (9.81) erheblich. Dur?h diese 
Konvention ist die Massieusche Funktion .:.-"~. bzw. die freie Energie lJ.0" allein die ·w I 
für die Beanspruchungsgrößen bestimmende thermodynamische Funktion. Beachtens-
wert ist, daß mit der Konvention (9.ß4) die Momente 2. Ordnung symmetrisch 
werden, nicht aber notwendigerweise die Momente 0. und I. Ordnung. 
In Ergänzung zu den alternativen Stoffgleichungen (9.69) und (9.81) 
(einschließlich der Konvention (9.84)) seien hier noch die entsprechenden 
Darstellungen unter Verwendung der kovarianten Komponenten des Lagrangeschen 
Verzerrungstensors (9.48) angegeben. Es war festgestellt worden, daR der 
Variablensatz (9.51) 
E 
0 c)('J) E.x~ " .:.. I I 
dem minimalen kinematischen Variablensatz (9.36) äquivalent ist. 
(9.85) 
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Zunächst s0ll davon ausgegangen werd~n, daß alle Stoffunktion~n in der 
2D-Entropieungleichung Funktionen der kinematischen Variablen (9.85) und der 
Temperaturinversen ~ sind, d.h . 
.V 
o/; ::; re ( ~ Kj$ 1 '!-4/.t-.1 lf« 3 / ;;-.X .3 1 ~ .!3 I CJKf' I I} ) 
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'V dr/: 7>! (;dr/:, ;)~) () o(- - e?n _:!. (9. 88) 
0 - ;:\ .z, d E~X..J ,j d4$ d4d yf 0 
0 
-f H /o< S' ~ {,r r~ 
"" 
'V()( ~72. /1 ;)~ ~ßo<. () == -- 1:1 /ü/!, ...., 4 ~ ()E~J "" 1'( '1 
"' ,........ 
_h d~ fV /]o< . !) .;::::- i- {I lf~~oL lt d ~J.) . ) (} 
Für spätere Überlegungen ist die Umformung der Darstellung (9.81) mit 
der Konvention (9.84) wichtiger. Geht man davon aus, daß in den Stoffunktionen 
die kinematische Variable ~~ oder äquivalent ~ beibehalten wird und 




Damit erhalten die konstitutiven Restriktionen (9.81) das folgende Aussehen: 
(9. 90) 
Die Konvention (9.84) lautet schließlich wie·folgt: 
"'" ~ 
;; c<(1 == - JA: _:'_ /)t/J f di} ) 
~ - j .t ( Pf~ f)fAee 
(9. 91) 
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Damit ist auch diese letzte und für das Weitere noch wichtige Umformung abge-
schlossen. Auch hier ist das Moment 2. Ordnung symmetrisch; es ist jetzt aber 
besonders augenfällig, daß das Moment I. Ordnung definitiv nicht symmetrisch 
ist. 
9. 1.7 Folgerungen aus der verschärften Beobachterinvarianz für die 
Massieusche Funktion der Schale 
In der bisherigen Analyse war die Forderung der Beobachterinvarianz nur hin-
sichtlich der zweidimensionalen Stoffunktionen gestellt worden, also beispiels-
weise für das Integral der 11 dreidimelu:>ionalen 11 Massieuscben Funktion rf 
sr s+ 
~= t;j lf g~ cfrplk:)~) dB=i;J fi'~~('YJ«,d,,u~~,GjdfJ 
-s- -s-
Im dreidimensionalen Fall muß aber ~ 
variant sein. Dies führt dazu, daß ~ 
selbst gegenüber Beobachterwechsel in-
eine Funktion des rechten Cauchy-Green 
Tensors C bzw. des Lagrangeschen Verzerrungstensors E sein muß (und der 
Temperaturinversen). D.h., die Massieusche Funktion ~ ist allein elne 




I o :.1). I I 
und die Dickenkoordinate tf darstellbar, so daß sich 
.st 
~ = l/ r-r sl< r;r~vp, ... , ;."1', 1, e J t:(e 
-s-
als Funktion der Größen (9.52) und ~ beschreiben läßt 
I) 
(9. 9 2) 
(9. 9 3) 
Bedeutsam ist nun, daß im Vergleich zu (9.89) hier die ~~~i~~~Z~~!Ei~~~~ 
~:~~=--~~---=:~~~:~:-~~:~:_:~:~::::~ ist. Man beachte aber, daß ~~ nach 
wie vor eindeutig durch die Größen (9.85) darstellbar ist, so daß auch jetzt 
die Massieusche Funktion cP auf die Form ,t,. 
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reduzierbar ist. Die 12 in (9.85) enthaltenen kinematischen Variablen sind 
als unabhängige Zustandsgrößen anzusehen, nicht aber die 14 kinematischen 
Variablen in (9. 9 2). f1 
Da die schiefsymmetrische Größe ~A in der Argumentenliste von ~ 







Das J:! -Theorem legt die Konvention 
0 (9. 96) 
nahe, und dies liefert schließlich de facto eine weitere Stoffgleichung 
(9.97) 
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Damit wird aus (9.94) 
w' )11 IV Not.(3 '"' " ( drl; -r drt ) --
1) ~ f) := «;.. df.llQ( (J 
w PI dl) II o((.l = $42 /1 ( d~ f 
1 j ~ CJ~~;t 9E11G( ", 
w f.V ()o( 7~ ;f d~ (9.98) - ~ h '()~J 0 
N 
J',.e d dl ac< :::::: 




~ ;)~ a ~ df.;) 
Die anfangs angesprochene verschärfte Beobachterinvarianzforderung für dieMassieu-
sche Funktion ~ zusannnen mit dem H -Theorem liefert hier jetzt Momente 
0 l... . 
0., I. und 2. Ordnung, die alle symmetrisch sind. Durch die Konvention (9.96) 
entfallen in den Stoffgleichungen auch die recht komplexen Terme z~ ß und ~~ , 
die nichtlineare Funktion der unabhängigen kinematischen Zustandsvariablen sind. 
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9.2 Einschränkungen für die zweidimensionalen Stoffunktionen bei dem 
2. schalentheoretischen Konzept 
In Kap. 8.3, Teil I waren für das 2. schalentheoretische Konzept die zwe1-
dimensionalen Bilanzgleichungen für die Schale und Symmetriebedingungen 
für die Momente der Spannungen abgeleitet wordep. A4ßer der Festst~l~ung, 
daß diese Symmetriebedingungen bei dem I. schalentheoretischen ~onzept 
(Kap. 8.2, Teil I) nicht erzielt wurden, unterscheiden sich die zweidimen-
sionalen Bilanzgleichungen, insbesondere die Bewegungsgleichungen 2. Art 
und die 2D-Energiebilanzgleichungen. Diese Tatsache ist im folgenden 
bei der Auswertung des Dissipationspostulats für die zweidimensionale 
Entropieungleichung konsequent zu beachten, 
9.2. I Ableitung von Restriktionen für die zweidimensionalen Stoffunktionen 
aus der Beobachterinvarianz und aus dem Dissipationspostulat 
Ganz entsprechend wie in Kap. 9. 1.1 hat auch hier die 2D-Entropieungleichung 
zunächst die Form (9.5), aus der mit der Entropie-Forderung (BI) - d.h. 
mit ;(' = 0 für alle Flächenabschnitte - dann (9, 9) folgt. Die Elimi-
nation der aktuellen thermischen Einwirkungen in (9.9) erfolgt jetzt 
aber mit der lokalen Form der reduzierten 2D-Energiegleichung (E-9). 
Anstelle von (9. II) erhält man hier 
.:> .-
f-ljp(/3( ;z;Dl ·~/1 
f {I «ll ( ~Q( • ij/6) 
, 




f );fJ(.J ( ~(3 • i -f d. ~/l) 
-1- HJJ (cl-i)] 4~~ 






woraus nach Einführung der Massieuschen Funktion () Gl. (9.12) und mit 
(9. 14) 
,0 
folgt. Unterschiede zu (9. 11) 1 sind in dem Leistungsausdruck der Momente 
CL- .. _/-Ausdruck) vorhanden; insbesondere ist zu beachten, daß die Momente 
anstelle der Orthogonalitätsbedingung den Symmetriebedingungen unterworfen 
sind. 
Der Forderung der Forminvarianz der Stoffgleichungen (Beobachter-
invarianz) führt jetzt ganz analog zu Kap. 9. 1 zu 2D-Stoffgleichungen 
mit der folgenden allgemeinen Struktur 
1f'0= V Ot'ß ( ttf ) - V t1o< f:! aA'!J doi ~ )e0 I ~ 1 I {} -1 
"""" 
HJ~ = 
V VI>( tJJ« ( II ) - Q /J-1=~4 I I "k ...... 
fl JJ ,/ ./.1 ( ) ::;:; 1;1 tl (? 
~ ..::: 
V 
~ ( lt ) 
t/ ) E .::: E ( ~ 
0 111 
Avo(. ./t( - ? t er I {))~) 
f:J 
Die Einführung der 12 unabhängigen kinematischen Variablen 
in die 2D-Entropieungleichung (9.99)
1 
ergibt dann nach Umordnung 




II' - V 
+~ i ;JJ~> + 




Die mit einer Schlangenlinie gekennzeichneten Terme verschwinden, 
da die Stoffunktionen ~~;.; die Symmetriebedingungen (E-8) 
identisch erfüllen müssen, Da ferner das verjüngende Produkt eines 
symmetrischen und eines schiefsymmetrischen Flächentensors identisch 
verschwindet, entfallen in (9. 101) die letzten beiden Zeilen. Mit 




.2::: 0 . 
Das Dissipationspostulat führt jetzt wegen der beliebigen Einstellbar-. . 
keit der Raten ~~~ ~ ~~ etc. mit der gleichen Argumentation wie 
in Kap. 9. 1.4 auf die folgenden Einschränkungen für die Stoffunktionen: 
;Jrf ) + M f> 41 o("J tb 
;JarJ-<- '- t ~ t f 
(9.103) 
V 
V J] ~ s;.e ()/G 
~ - -/t ()7 
0 
v 9r[ 
E ::::::: !)I{ (; 
0 
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und der schon bekannten Restentropieungleichung 
(9. 104) 




ergibt jetzt eine Verknüpfung zwischen der Massieuschen Funktion ~ und 
V ol,4 II ßt( 
den Momenten 2. Ordnung /1 ~ f1 ; denn mit (9. 105) folgt aus 
l ~ 
(9.103) 2 
(9. I 06) 
"" 
Die Aufspaltung von ~R~JA~~ in se~nen symmetrischen und schief-
symmetrischen Anteil 
erlaubt wegen (9. 106) die Restriktion für 











Damit ist die Auswertung der 2D-Entropieungleichung abgeschlossen. Die 
sonstigen konstitutiven Einschränkungen, wie Symmetrie der Momente und 
Forminvarianz der Stoffunktionen, sind in dem Ergebnis (9. 103)1, 
(9. I 03) 3-:-6 sowie (9. I 0 4) und (9. I 0 6) berücksichtigt. 
(9. I 07) 
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Zu diesem Ergebnis sind einige Anmerkungen zu machen. Zunächst ist 
der vier Stoffunktionen f. und v 
i:'ti.1 ;.!/«'4 ~~~Jo< }1Jot 
die anderen Stoffunktionen ~7 1 (_,7 , ~7 1 "' ..... 
und ~ nicht mehr frei gewählt werden dürfen, sondern voll-
o ~ !1'5«1!. ~~~ 
ständig durch Ycf und ~7 =- ;z·- bestimmt sind. Es folgt dann 
offenkundig, daß bei Vorgabe 
AAGX"ti .:::: !f/Jo<. 




daß mit der Symmetrie von 'i' auch die Stoffunktionen 
1.:1otf3 
(? 
J~«t3 und t;t 1 dargestellt durch die rechten Seiten von 
(9. I 0 3) I und (9. 106), wie vorausgesetzt symmetrisch werden. Es ist 
weiter offensichtlich, daß mit Ausnahme der Symmetriebedingung 
keine Restriktionen für die Stoffunktionen der Momente 2. Ordnung abge-
leitet worden sind, denn es ist ja durchaus zulässig, die Bedingung 
~«/-/ und Af zwischen ~ tO , Gl. (9. 106), als eine Einschränkung 
@V J~O(A für aufzufassen, wenn die drei Funktionen ~7 P 0 2 
vorgegeben sind. 
Die Tatsache, daß wegen (9. 106) nicht mehr unabhängig 
von f11X/3 l. vorgegeben werden kann, ist als ein wesentlicher Unter-
schied zu den in Kap. 8 abgeleiteten Restriktionen für die Stoffgleichungen 
anzusehen. Dieser Unterschied, wie auch sonst der andersartige Aufbau 
der Restriktionen (vergl. (9.10·3) u. (9.107) mit (9.69)) ist wesentlich 
darauf zurückzuführen, daß hier die weitreichenden Symmetriebedingungen 
für die Stoffunktionen der Momente erfüllt werden müssen, während dort 
nur der Orthogonalitätsbedingung genügt werden muß. 
Es stellt sich hier natürlich auch die Frage, ob die Funktionen 
im Hinblick auf die 2D-Differentialgleichungen der Schale unter Beachtung 
der Restriktionen für die Stoffunktionen frei gewählt werden können. 
Dieser Frage wird im folgenden Kapitel nachgegangen. 
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9.2.2 Das 11 -Theorem 
Um die Bedeutung der Momente 2. Ordnung für die 2D-Schalengleichungen 
festzustellen, kann hier wie in Kap. 9. 1.5 verfahren werden. Mit den 
Definitionen 
{)(.ß 1:1 «;!; H '?;$ rX. 1'vl. • - f . - 4 7~ 0 (? 
~/J ;1j «(J + Hrß d. /k-1 ·-, z 7t . A 
"' 
( ) 
J;J NJß 1:19;1 1-'V/ := + /1 /rs 
0 CJ 
IAJJ 
~7 f- ) 
die sich etwas von den Definitionen (9. 71) unterscheiden (insbesondere 
(9 · I 08) 5 von dem entsprechenden Ausdruck in (9. 71 )), erhalten, die Bewegungs-
gleichungen J. und 2. Art und die reduzierte 2D-Energiegleichung die 
folgende Form : 
Bewegungsgleichungen I. Art 
,.,. ·~ 
fn 7V r ?n Z =- ~9 f ~ 
Jl..} -) 
+ ~ ~t l(J l 




• [ JJ- ,;;;" .?(? ~ y:> 7" i Jt< E = ~~- d i-Cl c? Cl /, 
-~- L ~ rx'(J .... 
0 "!~ f 
J;<f -; , 
~ d . ~ß 
1- [ mt)(;J- .l/.1 - J I> r ?11- d " d,A .., "r« .-f 
) 
Mit den Restriktionen für die Stoffunktionen (9. 103) 1, (9. 103)3-6• 
(9. 107) und (9. 106) läßt sich zeigen, daß die neuen Größen (9. 108) nur 
V 
durch die Massieusche Funktion 1t dargestellt werden können; man erhält 
~ Jt<] j~ - 1\ 0 
0 
/114.,.--J /1 ~??.. ..:::. 
"" 1 

























In den rechten Seiten von (9. 111) sind die Stoffunktionen ~ 
nicht mehr enthalten. Setzt man daher (9. 110) in die 2D-Differential-
gleichungen (9. 109) ein, dann sind diese und damit auch ihre Lösungen 
/"f"(()<(tf)) d ( &1~ f) und io\ (&~t) allein von der Stoff-v 




als wesentlichste Stoffunktion vorgegeben an, dann braucht 
!"p(/J. über ;zr keine Aussage mehr ;emacht werden. Es besteht wohl 
noch 
da 
die Verknüpfung (9. 106) mit qg , diese spielt aber keine Rolle, 
Hcf/3. 
2.-
in den 2D-Differentialgleichungen nicht auftritt. Die 
Stoffunktionen i(ctll 
~ sind also - bis auf die Einschränkung 
(9. 106)- frei wählbar. Die Tatsache wurde in Kap. 9. 1.5 als das 
~ -Theorem bezeichnet. Dieses Theorem hat also auch hier seine Gültig-
keit. 
X 
Hier wird - wie schon an anderer Stelle - angenommen, daß auch die Rand-
v oC,4 
bedingungen unabhängig von 'z1 formuliert werden können. 
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9.2.3 Identität der Lösungen ~;~I ~ 
Konzepts 
des I. und 2. schalentheoretischen 
Eine weitere, besonders bedeutsame Schlußfolgerung kann aus der Tatsache 
gezogen werden, daß die Schalengleichungen (9. 109) und (9. 110) bis auf 
die Benennung einiger Größen mit den Schalengleichungen (9.72) und (9. 73) 
identisch sind; dies erkennt man sofort, wenn die 
~ ..t;Z 
t:? etc. 
aus den jeweiligen Gleichungssystemen eliminiert werden. Dies bedeutet, 
daß das J. und 2. schalentheoretische Konzept zu denselben Differential-
gleichungssystemen für und A 
0 
führen, wenn sämtliche 
~«,<1 etc. durch dje 
,;; Beanspruchungsgrößen w~~ (1()(/J etc. oder..,. 
Massieusche Funktion c/; (oder freie Energie ~ 
Damit sind also auch die Lösungen --r-(B~t-) 
) ausgedrückt werden. 
cLft!r1tJ, 
unter sonst gleichen Bedingungen identisch. In diesem Sinne 
sind also das I. und 2. scha~entheoretische Konzept als äquivalent anzu-
sehen. 
Bei gleichen Funktionen -r, 
)jO(ß 
0 
etc. aber erheblich. 
;;- ··-'~ 
U- I ' :;· unterscheiden sich die Momente 
einmal sind bei jedem Konzept 




etc. wegen des {t v -Theorems 
unbestimmt, bzw. nur durch eine Konvention hinsichtlich 1-f411'!. 
~ 
bei beiden Vorgehensweisen mit ihren identischen Lösungen 





lU o(jl A A~l!t(3 
unterschiedliche Momente /.~ 1€ 
0 "" 
d ·, A. 0 
etc. ermittelt werden; dies folgt aus einem Vergleich der rechten Seite 
von (9.69) mit (9.103)1> (9.103) 3_6 und (9.107), die nicht- selbst bei 
... " f.l 
gleichen Stoffunktionen ~ und {1~ - übereinstimmen. Dieses 
Ergebnis wird in Kap. 9.3 physikalisch interpretiert werden. 
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9.2.4 Alternative Formen der Stoffgleichungen beim 2. schalentheoreti-
schen Konzept 
Das ~ -Theorem erlaubt verschiedene alternative Stoffgleichungen zu 
entwickeln. Wie schon in Kap. 9. 1.5 ist die naheliegendste Konvention 
Dann ergibt sich aus (9. 106) die Syrrnnetrie 
V ., 
'd1} dtPo -
9 t1-y~ '() ;{ fJ w. 
also e1ne sp~zielle Einschränkung für die allgemeine Struktur der Massieu-
~ sehen Funktion Ya' . Andere Alternativen sind vorstellbar und eine 
weitere Möglichkeit analog zu Kap. 9.1.6 soll hier angegeben werden. 
Geht man davon aus, daß 1n der Arfumentenliste der Stoffunktion die ab-
hängige kinematische Variable ~~ beibehalten wird, dann haben die 
Stoffgleichungen unter Berücksichtigung der Forminvarianz zunächst 
folgende allgemeine Struktur: 
v 
L1 o<(J ~ (a";!; dot 1 tj) 






Für .]) A.. 
..Dt- Yc: 
{ ... }-Ausdrücke 
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erhält man auch jetzt (9.80), wobei die beiden 
identisch verschwinden. Einsetzen dieses Ergebnisses in 
(9. 10 1), ordnen der Terme wie in (9. 102) und die Anwendung des Dissi-
patienspostulats unter Berücksichtigung der Symmetriebedingungen 











die dann mit (9.112)2 zu einer Einschränkung für C>~/f> :Je1;1 führt, .Y <Xfl M 
wenn 1f als wählbar betrachtet wird. Das ~·t -Theorem erlaubt hier 
wie schon früher die Konvention 
V J5 ot(J - 0 ) 
so daß 
V " ... II 
..", 
~~ ( ;;~ d~) ftot!J -- -r d~ot .t j d~;.. 
Dementsprechend vereinfachen sich die Gleichungen (9. II 2) erheblich 






Ein Vergleich mit (9.8 I) sei noch angefügt. Es ist klar, daß (9.81) 
und (9. I I 2) nicht übereinstimmen, auch wenn dieselbe Konvention (9.83) 
bzw. (9. 116) verwendet wird. Identität ist nur zu erreichen, wenn auch 
in (9.81) die Symmetriebedingung (9. 118) angenommen wird; dann werden 
. . M.JI.Il AAI'Jii(, 
auch :tn (9. 81) d:te Momente 
0 
und ~-/ symmetrisch. 
(9. 114) 
(9. 115) 
(9. I 16) 
(9. 117) 
(9. }18) 
Für diese Annahme gibt es aber in (9.81), also bei dem I. schalen-
theoretischen Konzept, keine zwingenden Gründe. Die Unterschiede 
zwischen (9.81) und (9. 112) sind letztlich auf die weitgehenden 
Symmetrieforderungen des 2. schalentheoretischen Konzepts zurückzuführen. 
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Abschließend sei hier noch eine weitere Alternative angegeben, bei der 
anstelle der Argumentenliste 
I 
die äquivalenten Größen 
in den Stoffunktionen verwendet werden. Es ist also (vergl. (9. 89)) 
etc. 
Mit (9.48) wird 
etc. sowie 




Beachtet man, daß die Stoffunktionen trotz verschiedener Argumentenliste 
wertgleich sind, d.h. 
.el-e. 
und berücksichtigt die Umrechnungen (9. 120-121), dann können aus 
~ 1)(;1 
(9.112) die entsprechenden Restriktionen für tf d, 
gewonnen werden. Geht man von vornherein von der Konvention 
. -·-
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aus und beachtet die Symmetriebedingung 
::::: 





? )I(~ - dd;Jo< 
I 
und daraus ermittelt man mit (9. 120) 2 





Diese Beziehungen sind zu ergänzen durch die Konvention (9.122) bzw. 
(9. 125) 
Zwei auffallende Feststellungen sind zu dem Ergebnis (9.123) bis (9. 125) 
zu machen: 
(I) In den Stoffgleichungen (9.124) und (9. 125) treten k~ine Ableitungen 
nach c.t,d auf, obgleich die Massieusche Funktion (/j diese kine-
Y 
matische Variable t";p in ihrer Argumentenliste enthält und ~ 
auch der Bedingung (9. 123) unterworfen ist. 
(2) Formal haben die Stoffgleichungen (9.124) und (9.125) dasselbe Aus-
sehen wie die Stoffgleichungen des I. schalentheoretischen Konzepts 
nach Anwendung der verschärften Beobachterinvarianz für die Massieusche 
Funktion (9.98) und (9.97). Diese äußerliche Ähnlichkeit darf aber 
nicht darüber hinwegtäuschen, daß ein wesentlicher Unterschied zwischen 
den beiden Stoffgleichungssystemen besteht. Aufgrund der Argumente in 
w 
Kap. 9.1.7 ist die Massieusche Funktion G6 voraussetzungsgemäß 
•o 
keine Funktion der kinematischen Variablen ctn , dagegen kann im all-
~ r 
gemeinen ~ in (9. 119) sehr wohl von ~;3 abhängen, muß aber der 
Symmetriebedingung (9.123) genügen. Nur dann, wenn auch hier die Form-
invarianz der spezifischen Massieuschen Funktion cp des dreidimensio-
nalen Falles unterstellt wird und ~ aus dieser Größe durch Inte-
gration über die Schalendicke erhalten wird, werden die beiden ange-
sprochenen Stoffgleichungssysteme nicht nur äußerlich ähnlich, sondern 
auch mathematisch identisch. 
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9.3 Zusammenfassung der Ergebnisse, Diskussion und Interpretation 
9.3. I Zusammenfassung der Ergebnisse 
Bevor auf die in Kap. 8.4 (Teil I) bzw. Kap. E genannten und andere Fragen 
eingegangen wird, muß noch einmal darauf hingewiesen werden, daß sich die 
Auswertung des Coleman-Nollschen Dissipationspostulats und die Auswertung 
der Entropie-Forderung bisher auf den Fall konstanter Temperatur bzw. Tempe-
raturinversen über die Schalendicke beschränken, d.h. 
.{L > 0 I /!' - 0 • c / ,, (9.126) 
Es sind deshalb nur sieben skalare Lösungsfunktionen, u.z. je drei Komponenten 
von -~1'- und ;z sowie Jl , gesucht. Für diese stehen aber bei beiden schalentheo-
r 
retischen Konzepten schon sieben Differentialgleichungen, das sind 
insgesamt sechs Komponentengleichungen der Bewegungsgleichungen I. und 2. Art 
und die reduzierte 2D-Energiebilanzgleichung, 
zur Verfügung. Die erste der drei aufgeführten Fragen stellt sich hier also 
nicht. 
Die zweite Frage bezieht sich auf die Stoffgleichungen. Es ist wesentlich 
hier zu. beachten, daß die zweidimensionalen Stoffgleichungen der Schale nicht 
einfach durch Integration der dreidimensionalen Stoffgleichungen (Kap. 5.5-6, 
Teil I) über die Schalendicke hergeleitet werden. Die besondere mathematische 
Struktur der 3D-Stoffgleichungen ergibt sich ja aus der Forderung der Form-
invarianz für die 3D-Stoffgleichungen und aus der Auswertung der !~~~!~~ 3D-
Entropieungleichung. Die Bedingungen werden hier dagegen abgeschwächt, indem 
Forminvarianz gege~über Beobachtertransformationen nur für i~!~B!~!~ Stoff-
f 1 t . . A! (li./3 • d d . . 1 E . un< 1onen w1e c etc. gefordert w1r un nur e1ne !~!~BE~-~ ntrop1e-
ungleichung (2D-Entropieungleichung) entsprechend dem Dissipationspostulat 
ausgewertet wird (vergl. S. 18- 19). Diese weniger restriktiven Einschränkun-
gen erlauben -wie erwartet (S. 19) - einige neue Einsichten in die allgemeine 
Struktur der zweidimensionalen, nichtlinear thermoelastischen Stoffgleichungen 
für die Schale. 
Als unabhängige Zustandvariablen 1n den 2D-Stoffgleichungen werden die 
Variablen 
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!\ ( 9. 12 7) 
) 0 
angesehen; ausgenommen ist hier der integrierte Härmefluss 
Die Forderung der Forminvarianz der 2D~Stoffgleichungen gegenüber Beobachter-
Wechsel führt u.a. dazu, daß die kinematischen Variablen 
nicht in beliebiger Form als Arguwente in die Stoffunktionen eingehen können, 
sondern nur in Form der Skalarprodukte, die sich zwischen ihnen bilden lassen 
(Integritätsbasis)x: 
(. 1 aol/t ,- ~. ~ ". '- /I)( ;0 
I 
~ 
a()( ' - ?";o~_ • d . 
--. - r @ . -)o<;- d;;$ /(I{. 15 kinematische d( (9.128) ::::. Variablen 
Al - d ·d 
~ -~ - d~.., ,d, (f<.. 
~jJ "' - ZA ·_d)/$. j 4 
Es erweist sich, daß dieser Satz von 15 kinematischen Variablen nicht minimal 






eindeutig dargestellt werden. Dieser reduzierte Satz von Variablen ist minimal 
(Beweis Anhang 4 ) . Die kinematische Variable ~ß ist also nicht unabhängi? 
von den anderen Größen. Diese Tatsache spielt eine wichtige Rolle bei den alter-
nativen Formulierungen der Stoffgleichungen. 
x 
Bei eigentlich orthogonalen Transformationen (Beobachtenvechsel) ist die Inte~ 
gritätsbasis einer Menge von Vektoren (im 3D~Raum) gegeben durch die möglichen 
Skal~rpr~dukte zwischen den Vektoren und die möglichen skalaren Dreifachproduk-
te l 87~/; es läßt sich hier aber zeigen (Kap. 9. 1.2), daß dieser Satz von 
Invarianten auf die Skalarprodukte reduzierbar ist. 
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Im Blick auf die Entropieungleichung·ist nun offensichtlich, daß die über die 
Schalendicke integrierte Entropieungleichung (9.5) und die Entropie-Forderung 
A 
~~ 0 ganz unabhängig von den jeweiligen Differentialgleichungssystemen der 
beiden schalentheoretischen Konzepte gelten. Bei der Auswertung der zweidirnen-
" sionalen Entropieunßleichung (unter Beachtung der Entropie-Forderung ~=0 ) 
ist aber zu berücksichtigen, daß sich die Differentialgleichungssysteme 
-insbesondere die lokalen,reduzierte~ 2D-Energiebilanzgleichungen- unterscheiden! 
Die Auswertung der 2D-Entropieungleichung für das l~-~~~~l~~~~~~~~~i~~~~ 
-~~~~e~t auf der Grundlage des Dissipationspostulats (S. 15) und unter Berück-
sichtigung der Orthogonalitätsbedingung~x ( E-4) liefert für die Stoffunktionen 
~v( ( J{l ~) 
..; 
Q ( J{l 1) (9. 130) 
tl 
~ ( J{l d ) 
4: ( l{ I ~ ) 
t;..". 
~,~ ( () I !JJ~ ) 
() . J 
eine Reihe von wesentlichen Restriktionen, deren allgemeiner Charakter 1m 
folgenden angegeben wird; die Anzahl und Struktur dieser Restriktionen ist 
dabei bestimmt durch die Anzahl und Wahl der unabhängigen Veränderlichen 
J{.; 1 ) {)Je,& der Stoffunktionen. Folgende Aussagen lassen sich machen: 
(I. I )Die 2D-Stoffunktionen (9. 130) sind Ili~Q.t:t:!!!~"!2.~!'!!!gig voneinander wählbar: 
Bei Vorgabe der zweidimensionalen Massieuschen Funktion ck 
'll!'ll! 
V ~ 0 





(ausgenommen {fi. ) (9 .131) 
0 
Das Adjektiv "reduziert"bezieht sich darauf, daß die Leistungsbeiträge der 
aktuellen eingeprägten Kräfte mit Hilfe der 2D-Bewegungsgleichungen aus der 
2D-Energiebilanzgleichung eliminiert wurden. 
Es sei daran erinnert, daß die Orthogonalitätsbedingung ( E-4) eine Restrik-
tion für die Stoffunktionen "& C('(.t ,.., dars te 11 t. 
~~ -111 ,:;; ~ 11 2,. 
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festgelegt. Wie im dreidimensionalen Fall werden diese Stoffunktionen u.a. 
durch Ableitungen von 
V 
V 
ifj nach den Argumenten J{ und tj dargesteHt. Die 
Stoffunktionen ~~ müssen eine Restentropieungleichung erfüllen. 
(I.2) Setzt man diese Restriktionen als gültig voraus, d.h. unter anderem, driickt 
- V' 
man die Stoffunktionen (9. I31) durch r:ß und {f0 aus, dann werden die 
~~=~~!E~~i~~~g1~i~~~~g und die QE!~~g~~~1i!~!~~~~i~g~~g_i~~~!i~~~-~EE~11!~ 
(f:J)'Aus (I. I) folgtinsbesonctere, daB die Stoffgleichung für die Kraftgröße 0<, 
die nicht durch ein Integral über Spannungen definiert ist, durc~ cf?,v und 
Jf~Of(,J -
'i.' festgelegt ist. 11 v 
(I :4) ·Für die Stoffunktionen cp und ():1«;!. selbst ergeben sich keine Restriktionen 
(mit Ausnahme der schon berücksichtigten Forminvarianz), insbesondere ist 
.A':!Gt";,l . • V ~/.l, ;6KI.l 
~~ auch ~~~~!-~~!~~~~ig_~z~~!Ei~~~· Außerdem sinvd auch ~ 1 ~~ 
A4d4 • 
nicht symmetrisch, selbst wenn aus anderen Gründen ~r als syrnmetrLsch 
angenommen wird. 
(I.S) Die Frage, ob eine irgendwie geartete Wahl der Stoffunktionen für die 
~<l(f.i -/: <X Momente 2. Ordnung er einen Einfluß auf die Lösungen ?" (. CJ 1 zf') 
l. 
d(~~f) und {)( t9<JL1 f-) hat, wird durch ein wesentliches Ergebnis, d. i. 
das {i_:~~=~:::=:t• beantwortet: Die Stoffunktionen f!a<'fl( ./{ / j) können 
beliebig gewählt werden, denn diese Wahl hat keinen Einfluß auf die Lösungen 
li'-1 ~ ~ . Die Funktionen {/ri(.l können durch beliebige Konventionen, 
z.B. rechentechnischen Bequemlichkeitskriterien, festgelegt werden. 
(I. 6) Das tij -Theorem hat aber zur Folge, daß die Beanspruchungsgrößen {! ~ !('t1 
Q.()(, &.13(
1 
Q je nach Hahl der willkürlichen Funktionen H"'(.J, beliebi-
o ... - it 
ge Werte annehmen können, wobei dagegen für ;:;:./ d 1 ~ eindeutige vlerte 
erhalten werden. Die Beanspruchungsgrößen /)!1(,1 fn, .=q11 '-:), g-< (4 , 4) 
und Q sind daher generell ambivalent; dies wird erst durch die erwähnte 
Konvention aufsehoben. 
(I.?) Die Einführung des nichtminimalen kinematischen Variablensatzes ~ (9. I28) 
anstelle von Je führt zu einer alternativen Struktur der Stoffgleichungen. 
Die Auswertung der 2D-Entropieungleichung - natürlich unter Beachtung, daß 
~~ auch jetzt vollständig durch den Variablensatz Jt~bestimmt ist -
führt auf Restriktionen, in denen die Stoffunktionen H()(ß{Jc Ii} nur Ln 





auftreten. Das /j -Theorem erlaubt jetzt, die Stoffunktion ![! so 
festzulegen, daß zS ct./!> identisch verschwindet. Diese Konvention liefert 
für die Momente 2. Ordnung die Stoffgleichung 
,y 
,4«(1 _:::;;: ~ ~~;}~( d I: 
A {) d~(J 
~ ~ 
1;t &((l(Jt; 0) ist also vollständig durch cfo bestinnnt. 
Momente 2. Ordnung synnnetdsch in o( und (-3 werden. Dies 
Symmetrie der Momente 0. und I. Ordnung Mae,/.1 H(){ll o I .., 
(9.133) 
Man sieht, daß die 
hat aber noch keine 
zur Folge. 
(1.8) Anstelle des Variablensatzes ~kann auch ein neuer nichtminimaler Satz 
(vergl. (9.48) und (9.49)) 
;;( I= { ?«to J (9.134) 
mit 
~ - i ( )o((3 
(9.135) 
/fc<!> -
4 ( t - 2 1'11«'/3 
~n die Argumente~liste der Stoffunktionen etc. (9.90) 
eingeführt werden. Die Massieusche Funktion ~ ist dann als Funktion 
von :z·' und A anzusehen . 
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Verlangt man jetzt verschärfend, daß sich ~ aus der beobachterinvari-
anten, dreidimensionalen, spezifischen Massieuschen Funktion 
herleiten läßt, dann muß in der Argumentenliste von 




Diese Verschärfung der Beobachterinvarianz zusammen mit dem tJl -Theorem 
und der Konvention Jy' Jl 
hl «(J -i~ _!_(?JrA dr/;. ) 1'(1 .f-.= A ~ ~~~ a E. 11 a~ (9.137) 0 -"' 
Mt<(!. 
olß Jvfot~ 
führt jetzt dazu, daß nicht nur sondern auch M und " . () "'/ 
symmetrisch werden! Die Stoffgleichungen erhalten außerdem eine einfache, 
übersichtliche Fo~: Alle Beanspruchungsgrößen lassen sich allein durch 
m ~~ 
Ableitungen von 70 nach den kinematischen Variablen u~ darstellen. 
Damit sei der zusammenfassende Rückblick auf die konstitutiven Restriktionen 
des I. schalentheoretischen Konzeptes beendet. 
Für das ~~-~~~~l~~!~~~~~!i~~~~-~~~~~E! ergeben sich natürlich etwas 
andere Restriktionen, die hier kurz angesprochen werden sollen. Die Auswertung 
der 2D-Entropieungleichung erfolgt unter Beachtung der andersartigen reduzier-
ten 2D-Energi.egleichung und der Symmetriebedingung für die Momente 0., I. und 
2. Ordnung. Die unabhängigen Variablen sind zunächst auch hier der Satz ]( , 
Gl. (9. 129) und ~ '. Die folgenden Aussagen sind zu machen: 





" ) ' ) 
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festgelegt und für ~ besteht dieselbe Restentropieungleichung w~e 
0 
beim 1. Konzept. Wegen der vlei treichenden Symmetrieforderung 
(9.138) 
v 
besteht hier aber eine Verknüpfung zwischen rh und /fJ 
V 
u«fl 
Ii_~ ( G L 9 . I 0 6) 
(9. 139) 
V .(,4 
Gibt man ~ vor, dann stellt diese Verknüpfung eine Einschränkung 
für ~ dar und Entsprechendes gilt umgekehrt. Bis auf die Symmetrie 
II 0 v' 
J;to<f!> =- Hfl«- und diese Verknüpfungen bestehen keine weiteren 
~ ~ v v 
Restriktionen für 1,; und /';11(;$, . 
(2.2) Das ij -Theorem gilt auch hier: Die Stoffunktionen {1«11(.J{I ~) 
können beliebig gewählt ,.,erden, denn ihre Wahl hat keinen Einfluß auf 
die ~ösungen :f, d und 1 . Die Verknüpfung (9. 1'39), aufgefaßt als Re-
striktion für ~ ist für die Lösung r 1 d 1 ~ belanglos: i (7t;j) 
kann jede Form haben, wenn man alle Beanspruchungsgrößen aus den 
Differentialgleichungen mittels der Stoffgleichungen eliminiert. 
. .. 11()((J Hil(13 HC(J L;<IJ HJJ 
Für dJ.e Beanspruchungsgroßen ~ · 1 _, 1 e? 1 ~! 1 o 
.!'!10(1.! 
ist aber die Wahl von ~~ bestimmend und die Verknüpfung (9. 139) muß 
beachtet werden. Die Beanspruchungsgrößen sind deshalb auch hier gene-
rell ambivalent. 
(2.3) Alternative Strukturen der Stoffgleichungen lassen sich auch hier durch 
I 
Verwendung des nichtminimalen Variablensatzes Je bzw. X und mit einer 
geeigneten Konvention für 1;1"1], angeben. Ist beispielsweise 
und wird als Konvention 
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(9.140) 
angenommen, dann erhält man die Stoffgleichungen (9.124), die aber 
interessanterweise keine Ableitungen von J. nach tt',~~ enthalten, ob-
~ 0 fY 
gleich ~ von ~ abhängt. 
Im weiteren se1 auf die Frage nach der Äquivalenz der beiden Schalentheorien 
e1ngegangen (3. Frage, S. 7 ). Es sind folgende Feststellungen zu machen: 
(a.) "Partielle Äquivalenz" 
Wie in Kap. 9.2.3 gezeigt, führen beide Vergehensweisen bei gleicher Massieu-
scher Funktion ~ und ohne Einschränkungen hinsichtlich ~ zu demselben 
Differentialgleichungssystem für -f1 d und ~ , sofern alle Beanspruchungs-
größen eliminiert (d.h. durch ~ und tfr'etß ausgedrückt) werden. D.h., 
die ~~~~~g~!~1~~!--~~~-1~1-~(€J!)_~-~-{~~~-~i~~-i~~~~i~~~ und hängen 
nicht von der Wahl der Momente 2. Ordnung ab ( }j -Theorem). Demgegenüber 
,Ucl.ll 
erhält man aber ~~!~~~i~~~~~-~~~~~E!~~~~~g~g!~ß~~-!~---~-~0~~---- etc., 
obgleich diese in gl~i~~~! Weise als Integrale der Komponenten des Span-
nungstensors über die Wanddicke definiert sind. 
(ß) Selbst dann, wenn man die Konventionen bezüglich des Moments 2. Ordnung 
1n gleicher Weise wählt, erweisen sich die übrigen Beanspruchungsgrößen 
in den beiden Konzepten als numerisch verschieden. 
Es ist auch offensichtlich nicht möglich, durch geeignete unterschiedliche 
Wahl der Stoffgleichungen für 1f~ie restlichen Beanspruchungsgrößen nume-
risch gleichwertig zu machen. 
(y) "Vollständige Äquivalenz" 
Erst wenn bei beiden Konzepten nicht nur gleiche Konventionen für 
die Momente 2. Ordnung verwandt werden, sondern auch für beide Konzepte 
die verschärfte Beobachterinvarianz hinsichtlich der freien Entropie ~ 
Jfe~IJ gefordert wird, werden nicht nur die ~~~~~g~g 
und {)( $ .t,f) , sondern auch tt "Y:1(6'~1,) I 
7 te~IJ I 
~O(('JI&~~ etc. identisch. ---------
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(ö) Der Vergleich zeigt auch, daß - w1e erwartet - die Beanspruchungsgröße 
& ("Querdruck"), die nicht über eine Integraldefinition einer Span-
nungskomponente eingeführt worden war (Teil I, Kap. 8.2.2.4), mit dem 
AA.J.J 
Moment ~~ gleichzusetzen ist. 
9.3.2 Diskussion und Interpretation 
Die vollständige Äquivalenz der beiden Schalentheorien und insbesondere die 
Struktur der zweidimensionalen Stoffgleichungen (9.98) und (9.97) bzw. 
(9. 124) und (9. 125) legen die Frage nahe, ob diese Stoffgleichungen auch 
erhalten werden, wenn die dreidimensionalen Stoffgleichungen (Teil I, S. 84 ~ 
y~(~ f" 
!\ . d J~<t.- (9. 141) 
j 
~(ifi<L, lt) 
formal über die Schalendicke integriert werden, Dies wird, wie 1m Anhang (5) 
gezeigt, bestätigt. 
Die hier aufgeführten Ergebnisse, insbesondere das i1 -Theorem, die 
partielle sowie vollständige Äquivalenz der beiden Schalentheorien und die 
zuletzt genannte Äquivalenz bestimmter 2D-Stoffgleichungen mit den inte-
grierten 3D-Stoffgleichungen, sind nichttriviale Aussagen. Sie sind bemer-
kenswert genug, um nach einer weitergehenden physikalisch-mathematischen 
Interpretation zu fragen, die diese mathematisch hergeleiteten Aussagen u.U. 
auf anderem Wege einleuchtend begründet. Diese generelle Fragestellung kann 
durch die folgenden spezifischen Fragen konkretisiert werden: 
(a) Warum ergeben sich aus der Entropieungleichung keine Einschränkungen 
für die Stoffunktionen der Momente 2. Ordnung? 
(b) Kann man die Existenz des ~ -Theorems auf anderem Wege argumentativ 
begründen? 
(c) Wie kann man auf andere Weise klären, daß man letztlich auf symmetrische 
Momente bei I. und 2. schalentheoretischen Konzepte kommen kann, obgleich 
das eigentlich dreidimensionale Ersatzproblem keinen symmetrischen 
~ Spannungstensor hat? 
5{ 
Unter den gedachten Zusatzeinwirkungen waren auch Volumenmomente zugelassen 
worden, die die Nichtsymmetrie des Spannungstensors bewirken. 
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(d) Wie begründet sich argumentativ die Äquivalenz der symmetrischen 
2D-Stoffgleichungen und der integrierten 3D-Stoffgleichungen? 
(e) Wie läßt sich die partielle und vollständige Äquivalenz der beiden 
Schalentheorien interpretieren? Gibt es leicht einsehbare Gründe 
für diese Äquivalenzen? 
(f) In Teil 1, Kap. 2.2 wurde auf die Herleitung einer i~~!~~E~~~ nicht-
linearen Schalentheorie, die allein auf den Green-Rivlinschen Inva-
rianzforderungen der Energiebilanzgleichung beruht und die den Begriff 
der Zusatzeinwirkungen nicht kennt, hingewiesen. Wie ist dieses ältere 
Konzept im Lichte der neueren Ergebnisse zu interpretieren? 
Im folgenden werden diese Fragenkomplexe, die sich zum Teil überlappen, 
nacheinander angesprochen und soweit wie möglich ausdiskutiert oder auf 
andere Fragestellungen redu~iert. 
~~-l~L~ Diese Fragestellung läßt sich relativ leicht beantworten. Die An-
zahl der konstitutiven Restriktionen, die aus der 2D-Entropieungleichung 
(9.62) oder (9.102) folgen, ist u.a. bestimmt durch die Anzahl der als unabhängig 
einstellbar angesehenen kinematischen Variablen; hier sind es die 12 Variab-
len 
I I ~}. 
Es sei daran erinnert, daß eine Reihe von Ausdrücken in der 2D-Entropieun-
gleichung wegen der Orthogonalitäts- oder der Symmetriebedingung identisch 
verschwinden. Andererseits sind bei dem 1. schalentheoretischen Konzept die 
17 Beanspruchungsgrößen 
• . ull(l$ 
e1.ngeführt worden; zw1.schen den ~ besteht aber e1.ne lineare Verknüpfung, 
nämlich die Orthogonalitätsbedingung. Daher sind nur 16 Stoffunktionen für 
die Beanspruchungsgrößen anzugeben, und das sind vier mehr als die Zahl der 
unabhängigen, kinematischen Variablen. Vier Stoffunktionen können also nicht 
durch die zweidimensionale Massieusche Funktion, die als gegeben angesehen wird, 
festgelegt werden. Die ~hl dieser vier Stoffunktionen fällt natürlich auf 
V ..... ~ V 1(;1 f/ , da t/ und Po gemeinsam in allen Restriktionen auftreten. 
-79-
~g~~E~~gg~ Anstelle der kinematischen Var~ablen Jr,C9.129) könnte 
man auch die Variabilität der Raten ~ 
1 
d,fll. und d zum Ausgangs-
punkt nehmen, was in dieser Studie aber nicht dargestellt wurde. 
Dies sind insgesamt 15 skalare Größen. Man erhält dann 15 Rest~ik­
tionen, von denen sich aber zwei als identisch erfüllt erweisen, 
so daß nur dreizehn verbleiben; diese erfüllen nachweislich identisch 
die Orthogonalitätsbedingung. Diesen 13 nichttrivialen Restriktionen 
stehen insgesamt 17 + I = 18 Stoffunktionen (Beanspruchungsgrößen und 
Massieusche Funktion) gegenüber,' Schreibt man auch hier die Massieusche 
Funktion vor, dann sind wie vorher vier Stoffunktionen nicht bestimmt 
durch diese Restriktionen. 
Man kann jetzt natürlich die Frage stellen, ob und wie neue Beanspruchungs-
größen eingeführt werden können, deren Anzahl mit der Zahl der kinematischen 
Variablen übereinstimmt. Die~e Frage sei im folgenden in einen etwas weiteren 
Rahmen beantwortet. 
In der dreidimensionalen nichtlinearen Kontinuumsmechanik großer Defor-
mationen sind die verschiedensten Maße für Spannungen und Deformationen 
zumeist unabhängig voneinander eingeführt worden (vergl. z. B. L-89_7). Auch 
in dieser Abhandlung ist im dreidimensionalen Fall (Teil I, Kap. 4) nicht 
anders verfahren worden. Ebenso wurden hier bei der Entwicklung der Schalen-
theorien die Beanspruchungsgrößen und die Deformationsgrößen unabhängig von-
einander eingeführt, allerdings natürlich unter der Voraussetzung, daß sie 
durch eine konstitutive Gleichung verknüpft sind. Wie in Teil I gezeigt 
(und im Ergebnis allgemein bekannt), läßt sich der I. Hauptsatz (die Energie-
bilanzgleichung) mit Hilfe des Impuls- und Drehimpulssatzes in den (voll-
ständig) reduzierten Energiesatz überführen, indem sich die Spannungen und 
die Raten der Deformationen generell in einer Bilinearform, der Spannungs-







generalisierte Deformationen bzw. Verzerrungen 
wiederfinden. Die Matrix R~t' 1 -k~1,,. ~) j",f,, .. J ~ ist nicht notwendig quadra-
tisch. Ist ~ >ßv , dann sind mehr generalisierte Spannungen vorhanden als 
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generalisierte Verzerrungen; Beispiele für diese Situation sind die hier 
diskutierten beiden Schalentheorien. Es sei hier ausdrücklich darauf hin-
gewiesen, daß diese Elementarleistung nicht als die Gesamtleistung der gene-
ralisierten Spannungen an einem differentiellen materiellen Element zu inter-
pretieren ist, wie manche Beschreibungsweisen (vergl. z.B. L-89, 90_/) es 
vermuten lassen; vielmehr stellt dieser Ausdruck nur den beobachterinvarian-
ten Anteil dar, nämlich die Deforrnationsleistung der generalisierten Span-
nungen. 
Man bezeichnet die Spannungs- und Deforrnationsgrößen in (9.142) dann 
als konjugiert~ L-89, 90_7, wenn die Variablen so gewählt sind, daß die 
Matrix zur Einheitsmatrix wird. Die Elementarleistung wird dann dar-
stellbar als 
. 
~~ ' (9.143) 
Hier ist die Zahl der generalisierten Spannungen und Verzerrungen gleich 
groß. 
Die Elernentarleistung, definiert als die Bilinearforrn der generalisierten 
Spannungen und Verzerrungsraten in der reduzierten Energiebilanzgleichung, 
kann nun je nach Wahl des Bezugssystems (Ausgangs- oder Mornentankonfigura-
tion) auf das unverforrnte oder verformte Volumenelement bezogen sein. In der 
Hillschen Definition L-90_7 ist sie a priori auf das unverforrnte Volumenele-
ment bezoger1. Wie in Teil I, Kap. 4.2.5 gezeigt und allgernein bekannt, ist 
dann bei Verwendung e~nes materiellen Koordinatensystems die Elementarleistung 
gegeben durch 
d 
-,1 kt, F_ 
-L.k 
Dies ist also ein Beispiel für die konjugierte Form der Elernentarleistung; 
der symmetrische Anteil des Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors 2. Art 
und der Lagrangesche Verzerrungstensor sind demnach konjugiert. 
Nach diesen Ausführungen und Definitionen sind die kinematischen Variab-
len und die Beanspruchungsgrößen des ersten und zweiten schalentheoretischen 
Konzepts im allgerneinen nicht konjugiert. Bei Verwendung der 12 unabhängigen 
kinematischen Variablen 
~ Diese Bezeichnungsweise und Definition wird Hill / 100 7 zugeschrieben. 
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ergibt sich als Spannungsleistung für das I. schalentheoretische Konzept 




f d/J l-tf (J f ( ft~;i- &j~ol 
(9. 144) 
Aus der Struktur dieses Ausdrucks ist offensichtlißh, daß die a~ 1 )~ eta. 
und die ;;ttt1
1 
;J.r;1 nicht konjugiert sip.d. Andererseits ist aber aus (9.1~4) 
auch sofort klar, daß die Koeffizienten der Raten de~ kinematischen Variablen 
als neue Beanspruchungsgrößen deklariert werden können 
111 tfl= f1 /Ji( :.::: 
() (} 
j ( lj (ot;J) -r II/ lt<;JJ 
~:~·~ = 11 «!1 r HI!J 1 &< 
1 1 1.; J' 
(/)c< Qo( ( f!/<Jo<_ 1)1<11/-t/1 )1.fd' I( I -f - L 1'-1 ~r (9.145) I :::;-
0 <> 
t)C( I o« f flli~ , - ~ r-4 4 
() $ ..::. 1(Q tt ~~~~;1) 
~Es sei daran erinnert, daß die restlichen beiden Terme im Klarmnerausdruck von 
(9.57) unter Beachtung der Orthogonalitätsbedingung identisch verschwinden. 
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Damit wird aus (9. 144) 
(9.146) 
dieser Ausdruck hat gerade die Form, wie sLe bei Verwendung konjugierter 
Variabler erforderlich ist. Es stellt sich nun die Frage, ob sich die zwei-
dimensionalen Stoffgleichungen, die reduzierte 2D-Energiebilanzgleichung 
und die Be~egungsgleichungen I. und 2. Art mit diesen neuen Variablen dar-
stellen lassen. Wie erwartet und in Anhang (6) gezeigt, ist diese Frage zu 
bejahen. Mit den neuen Beanspruchungsgrößen erhält man das folgende System 
von Gleichungen für das I. schalentheoretische Konzept: 
~~=~~~ff~!~i~h~gg~l \ 
v "' 
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} (9.147) 
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f- ~~ z- rl?§ - ~ 
+ {>I 13 d-]:~ (9.150) 
+ LO)dj 
Dies ist die allgemeine Struktur der zweidimensionalen lokalen Feldgleichungen 
des I. schalentheoretischen Konzepts, wenn der ~~i~~l~ kinematische Variab-
lensatz X ( 9. 129) verwendet wird und wenn neue ~~!:!:i~gi~E!~ Beanspruchungsgrößen 
IL~Kil 
~ etc. eingeflihrt werden. 
Die Diskussion der Verwendung konjugierter Variablensätze soll mit der 
Darstellung einer weiteren wichtigen Möglichkeit abgeschlossen werden. In 
Kap. 9. 1.7 waren die Stoffgleichungen flir den Fall abgeleitet worden, daß 
ein nicht-minimaler Satz kinematischer Variabler verwendet wird und die ver-
schärfte Beobachterinvarianz gilt (d.h., die Variable ~~ tritt nicht in 
II 
der Massieuschen Funktion auf); dieser Variablensatz ist durch Jt. (9. 136) 
gegeben. Mit der Konvention (9.96) flir die Momente 2. Ordnung erhält man die 
Stoffgleichungen (9.97) und (9.98), die symmetrische Momente 0., I. un~ 2. 
Ordnung liefern. Man erhält jetzt flir die Formänderungsleistung (vergl. [,, • ]-
Ausdruck in (9.11)) 
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- fl~iJ , 1!11)(/1 ;= ;f( ,(iJ .! - () ~o((J i- +- :./." :.r!J _,., 1 K /-1 
./- ~ot: J ?«J Cl c(ti /:J ~ + -1 .; JJ 4 1 /(J '-" 
Mit der Definition 
HJ« Q 
o( flo/J 
I - -' '- ,.() () 0 
11 J«, 
:. 
()o< - ; 
I( (('J 
4 I 4 
" 
1(.!.1 ,._ Q 
0 
, -
läßt sich auch für die Formänderungsleistung schreiben 
/i Ia E 
o o k L (9. 15 I) 
) 
Die mathematische Struktur dieses Ausdrucks zeigt, daß die ursprünglich 
eingeführten Beanspruchungsgrößen j1~ß etc. und die Verzerrungsmaße 
~~ etc. ~~~j~gi~E!~_Variable sind, wenn für lf?deine geeignete 
Konvention eingeführt wird und die Variable ~ß nicht in den Stoff-
funktionen vorkommt. 
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~~-ib)~ Es fällt schwer, e~ne einfache Erklärung für die Existenz des ~ -
Theorems zu geben, ohne eine vergleichbare mathematische Analyse durchzuführen. 
Im Prinzip wäre es denkbar gewesen, daß die Momente 2. Ordnung sich nicht 
aus dem Problem eliminieren lassen, ohne zusätzliche ad hoc-Annahmen einzu-
führen. In Kap. 10 wird der Fall nichtkonstanter Temperatur über die Scha-
lendicke analysiert werden. Hier trifft man auf eine neue Situation: Es 
wird notwendig, Momente 2. und höherer Ordnung einzuführen, die sich aber 
nicht aus dem zweidimensionalen Problem eliminieren lassen. Ein analoges 
Theorem existiert hier also nicht. 
~~-i~l~ Die hier angesprochene Frage nach den Symmetrieeigenschaften de~ 
JA ql/j 
Beanspruchungsgrößen ~' etc. gehört mit zu den wesentlichen Fragen 
dieses Kapitels. Zu ihrer Beantwortung ist es erforderlich, auf die drei-
dimensionale Feldtheorie (Kap. 4 und 5, Teil I) und auf dreidimensionale 
Ersatzprobleme (Kap. 7, Teil 1) zurückzugreifen. 
Aus der Analyse des dreidimensionalen Feldtheorie mit Volumenkräften 
~~~-Y~~~~~g~~~nt~~ aber ohne Spin und Momentenspannungen ergab sich 
(Kap. 5.7, Teil 1), daß dreidimensionale Feldprobleme mit Volumenmomenten 
formal wie ein kontinuumsmechanisches Problem ohne Volumenmomente und mit 
einem symmetrischen Spannungstensor behandelt werden können; allerdings 
muß die aktuelle Volumenkraftdichte durch eine modifizierte Volumenkraft-
dichte, die Gradienten der Volumenmomente enthält, ersetzt werden. Dies 
gilt ganz ·unabhängig davon, welche thermodynamischen Restriktionen~ für die 
Stoffgleichungen, u.z. insbesondere für den symmetrischen Teil des Span-
nungstensors, bestehen. Die Lösung (Verschiebungs- und symmetrisches 
Spannungsfeld) ist natürlich abhängig davon, ob Volumenmomente vorhanden 
sind oder nicht. 
Dieses Ergebnis läßt sich auf ein dreidimensionales Ersatzproblem über-
tragen, denn ein 3D-Ersatzproblem mit gedachten Volumenmomenten ist durch 
dieselben lokalen Bilanzgleichungen, die jetzt aber auch die Zusatzeinwir-
kungen t 1 j_ und r enthalten, charakterisiert. Diese Bilanzgleichungen 
sind durch die Stoffgleichungen zu ergänzen, die der Forderung der Beobach-
terinvarianz~~ unterliegen und die thermodynamischen Restriktionen genügen 
müssen; darüber hinaus bestehen aber insbesondere die inneren thermischen 
Z.B. lokale oder integrale Entropieungleichung 
Die dreidimensionale, nichtreduzierte, lokale Energiebilanzgleichung ist 
voraussetzungsgemäß beobachterinvariant; daraus ergibt sich nicht nur der 
lokale Impuls- und Drehimpulssatz, sondern auch eine Restriktion für die 
Stoffunktion der inneren Energie. 
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und kinematischen Zwangsbedingungen sowie integrale Energie- und Entropie-
Forderungen für die Zusatzeinwirkungen, die durch weitere Bedingungen hin-
sichtlich der Zusatzeinwirkungen ergänzt werden müssen. Ein Ersatzproblem 
läßt sich daher auch mit einem symmetrischen Spannungstensor und einer 
modifizierten Volumenkraftdichte, die Gradienten der gedachten Volumen-
momente enthält, formulieren. Wegen der Unabhängigkeitsforderung sind seine 
Lösungen ?f{&"'tf) 1 d(~"[ t} und ~~~~I) unabhängig von den gedachten 
Zusatzeinwirkungen und damit insbesondere unabhängig davon, ob gedachte 
Volumenmomente angenommen werden oder nicht. Für die Gesamt-Spanpungen 
(d.i. die Summe aus symmetrischem und schiefsymmetrischem Anteil) und 
damit auch für ihre Momente gilt dies aber im allgemeinen nur eingeschränkt: 
Die Momente der Gesamtspannungen sind sicher dann symmetrisch, wenn die 
gedachten Volumenmomente ignoriert werden, aber im allgemeinen nicht not-
wendig symmetrisch, wenn die, gedachten Volumenmomente berücksichtigt 
werden. Allerdings muß sich nach dem oben Gesagten jedes 3D-Ersatzproblem 
- unabhängig davon, ob gedachte Volumenmomente vorhanden sind oder nicht -
auf eine Form bringen lassen, in der nur symmetrische Spannungen und damit 
symmetrische Momente der Spannungen auftreten. Diese Aussagengelten fürjedes 
schalentheoretische Konzept bzw. System zweidimensionaler Schalengleichungen~, 
das durch ein dreidimensionales Ersatzproblem interpretierbar ist. 
Das ~~-~~h~l~~~h~2I~~i~~h~_ß2~~~EE macht direkten Gebrauch von den 
lokalen Bilanzgleichungen (Kap. 8.3, Teil I) des 3D-Ersatzproblems. Setzt 
man weiter die verschärfte Invarianz für die Massieusche Funktion (9.93) 
voraus~ (vergl. S. 68), dann läßt sich das 2. schalentheoretische Konzept 
ohne Einschränkungen als eine 3D-Ersatzproblem interpretieren. Allerdings 
wird in nichtklassischer Weise eine i~~~gr~l~ Entropieungleichung voraus-
gesetzt. Das 2. schalentheoretische Konzept muß daher auf symmetrische 
Momente der Spannungen führen. Es ist allerdings beachtenswert, daß die 
Logik des 2. schalentheoretischen Konzepts unsymmetrische Momente der 
Spannungen nicht zuläßt. Dies beruht auf den speziellen Forderungen an 
die gedachten Zusatzeinwirkungen (Hypothese S. 148, Teil I, vergl. Ka9. 
8.3.3). 
X 'X 
Die Definitionen für die zweidimensionalen Schalengrößen, insbesondere die 
Momente, müssen natürlich mit den Definitionen dieses Berichtes überein-
stimmen. 
II 
D.h. 1; unabhängig von 6;(3 
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Im Gegensatz dazu sind beim l~-~~h~l~n~h~2I~~i2~h~g-~Qg~~E! die 
Momente der Spannungen im allgemeinen nicht symmetrisch; mit dem f1 
Theorem, einer geeigneten Konvention für die Momente 2. Grades und der 
verschärften Beobachterinvarianz der Massieuschen Funk-
tion kann man aber - eine bestimmte Wahl der kinematischen Variablen 
vorausgesetzt - eine Gleichungsstruktur erhalten, die ebenfalls nur 
symmetrische Momente enthält. Dieses Ergebnis ist nicht unmittelbar 
interpretierbar, denn das I. schalentheoretische Konzept macht explizit 
von den !~~~l~ Bilanzgleichungen des 3D-Ersatzproblems ~~i~~~ Gebrauch, 
so daß auf den ersten Blick eine Interpretation durch ein 3D-Ersatzproblem 
nicht möglich erscheint. Ohne auf die Beweisführung hier im einzelnen 
einzugehen, kann man aber zeigen, daß die zweidimensionalen Schalenglei-
chungen dieses Konzepts, wie die Bewegungsgleichung 1. und 2. Art und 
die Orthogonalitätsbedingun&en, aus dem folgenden 3D-Ersatzprobl~m ab-
leitbar ist: Es seien die lokalen Bilanzgleichungen und Randbed~ngungen 
(8. 9 3) vorausgesetzt. Hinsichtli.ch der Zusatzeinwirkungen werden u. a. zwei 
integrale Forderungen 
A 
geste 11 t, 
A. 
J)'Y'U{ 
u.z. (8.49) und (8.70), d.h. 
0, 
A ~ 
Indem man Ln diesen Forderungen jetzt die integralen Größen ~ 1 ~ etc . 
..,.._ #!. 
mit Hilfe ,der lokalen Bilanzgleichungen und Randbedingungen (8. 90) dar-
stellt, erhält man schließlich mit den gleichen Argumenten wie in 
Kap. 8.2.2.4 (Teil!) die Bewegungsgleichungen I. und 2. Art und die 
Orthogonalitätsbedingung des 1. schalentheoretischen Konzeptes. Eine 
Symmetrie der Momente der Gesamtspannungen ist hieraus noch nicht ableit-
bar. 
Die Voraussetzung der verschärften Beobachterinvarianz der zweidimen-
sionalen Stoffunktionen erlaubt jetzt aber das vollständige System der 
zweidimensionalen Schalengleichungen des 1. Konzepts als Gleichungen eines 
3D-Ersatzproblems zu deuten, denn ein 3D-Ersatzproblem beinhaltet auch 
die Beobachterinvarianz der dreidimensionalen Stoffunktionen und nicht 
nur die Invarianz ihrer Integrale über die Schalendicke. 
Da~t ist die Tatsache erklärt, daß die zweidimensionalen Schalen-
gleichungen auf eine Struktur mit symmetrischen Momenten 41~ etc. zu-
rückführbar ist. Außerdem wird auch die Ambivalenz in den Symmetrieeigen-
schaften der Momente interpretierbar, denn diese findet sich bei dem 
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entsprechenden 3D-Ersatzproblem wieder in der Alternative, gedachte Vo-
lumenmomente mit einzubeziehen oder zu ignorieren. 
~~-~~):Die Spannungs-Verzerrungsbeziehung (9,141) des klassi-
schen dreidimensionalen Feldproblems waren u.a. mit dem Dissipations-
postulat unter Voraussetzung einer l~~~l~rr Entropieungleichung abgeleitet 
worden. Die gleiche thermodynamische Forderung kann man im Rahmen eines 
3D-Ersatzproblems stellen, die dann zu der gleichen konstitutiven Restrik-
tion (9.141) für den symmetrischen Teil des Spannungstensors führt. Sowohl 
beim 1. wie auch beim 2. schalentheoretischen Konzept war aber nur eine 
.!12!:.~8.E.al~ Entropieungleichung vorausgesetzt ~·mrden. Dennoch führen beide 
schalentheoretische Konzepte bei Forderung der verschärften Beobachter-
invarianz auf 2D-Stoffgleichungen für die (symmetrischen) Momente der 
Spannungen, die mit entsprechenden Integralen der Stoffgleichungen (9. 141) 
ohne Einschränkung übereinstimmen. 
Da beide schalentheoretische Konzepte als 3D-Ersatzprobleme, d.h. 
dreidimensionale Feldprobleme mit inneren thermischen und kinematischen 
Zwangsbedingungen~, interpretiert werden können, läßt dieses Ergebnis 
vermuten, daß in einem 3D-Ersatzproblem dieselben dreidimensionalen 
Spannungs-Verzerrungsbeziehungen erhalten werden, gleichgültig, ob eine 
lokale oder integrale Entropieungleichung angenommen wird. Ein Beweis 
hierzu müßte direkt erbracht werden können, ist aber bisher nicht ver-
sucht worden. 
Dieses Ergebnis legt auch die Vermutung nahe, daß die integrale~~ 
und die lokale Entropieungleichung für einen thermoelastischen Körper 
mit Wärmeleitung aber ohl];~ innere Zwangsbedingungen zu ~~12~~1~~~ konsti-
tutiven Restriktionen für die Spannungen führen. Die Überlegungen dazu 
sind in Anhang (7) und ausfUhrlieh in L-91_7 dargestellt. Es zeigt sich, 
daß der nichtlokale Charakter der integralen Entropieungleichung nur 
Konsequenzen für die Härmeleitungsaspekte hat; insbesondere wird damit 
die Vermutung bestätigt, daß die thermoelastischen Spannungs-Verzerrungs-
beziehungen unabhängig davon sind, ob die Entropieungleichung lokaler 
oder integraler Natur ist. Diese Aussage gilt unter den Voraussetzungen, 
XX 
Sie werden durch äuf3ere, gedachte Zusatzeinwirkungen realisiert und 
nicht durch Stoffeigenschaften. 
Das Lokalisierungspostulat wird ausdrUcklieh nur in Bezug auf die 
integrale Entropieungleichung außer Kraft gesetzt. 
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daß die integralen Bilanzgleichungen der Energie, des Impulses und Dreh-
impulses sowie der Masse nachwievor in lokale Gleichungen* überführbar 
sind und*x daß die Lnnere Energie, Entropie bzw. Massieusche Funktion 
und die Spannungen allein von den Verzerrungen, der Temperaturinversen 
(oder Temperatur) und dem materiellen Teilchen abhängen. 
Die Beweisführung ist allerdings nicht auf ein Problem mit 
inneren Zwangsbedingungen übertragbar, denn bei der Beweisführung wird 
die Einstellbarkeit ~~~i~~i&~E-Y~E~~il~g~g der Verschiebungen bzw. Ge-
schwindigkeiten und Temperaturen bzw. Temperaturraten vorausgesetzt. Faßt 
man aber ein 3D-Ersatzproblem als einen Sonderfall eines klassischen drei-
dimensionalen Feldproblems aufxxx, dann ist die Übertragung zulässig. 
~~-{~): Die beiden schalentheoretischen Konzepte bzw. die beiden zuge-
ordneten 3D-Ersatzprobleme unterscheiden sich nicht in den grundlegenden 
d . d' . xxxx reL LmensLonalen VoraussetZungen und den allgemeinen Invarianzfor-
derungen, auch nicht in den inneren kinematischen und thermischen Zwangs-
bedingungen, wohl aber in bestimmten zusätzlichen Forderungen an die 
gedachten Zusatzeinwirkungen, d.h. die Unterschiede betreffen die Art 
und Weise wie die Zwangsbedingungen durch die gedachten äußeren Zusatz-
einwirkungen realisiert werden. Da diese zusätzlichen Forderungen logisch 
nicht äquivalent sindxxxxx, ist weder die partielle noch die vollständige 
Äquivalenz der beiden Konzepte unmittelbar einsehbar. Es fällt schwer, 
andere, möglicherweise sogar übergeordnete Argumente für die Äquivalenzen 
anzugeben, als die hier durchgeführte mathematische Nachweisführung selbst. 
Diese Voraussetzung impliziert, daß die lokale nichtreduzierte Ener-
giebilanzgleichung beobachterinvariant ist. 
Die folgenden Annahmen werden auch bei den beiden schalentheoretischen 
Konzepten gemacht, wenn verschärfte Beobachterinvarianz unterstellt 
wird. 
Dies ist möglich, da die inneren Zwangsbedingungen durch gedachte 
~~~~E~-~i~~iEk~g~ realisiert werden; das Problem stellt daher nur 
einen ~E~~i~lleg Lastfall dar. 
Die Tatsache, daß das 1. schalentheoretische Konzept von lokalen 
Bilanzgleichungen (ausgenommen ist die Massenerhaltung) keinen Gebrauch 
macht, ist hier nicht von Bedeutung (vergl. Anmerkungen zu (c), S. 85) . 
.6-
Beispielsweise lassen sich aus der Bedingung 2).......t:: o nicht die Glei-
chungen (8.92)z bis (8.92) 7 , Teil 1, ableiten; dagegen gilt die Um-
kehrung. 
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~~_i~~ Zunächst,muß hier detaillierter auf die im Teil I, Kap. 2.2 
angedeutete isotherme, nichtlinear elastische Schalentheorie /-92 7 
eingegangen werden. Dort waren isotherme Prozesse (keine Wärme-
leitung, keine \färmequellen, gleichförmige konstante Temperatur) vorausge-
setzt worden. Ausgangspunkt war die Green-Rivlinsche Invarianzforderung 
für die über die Schalendicke integrierte Energiebilanzgleichung (zwei-
dimensionale Energiebilanzgleichung). Der Verschiebungsansatz war derselbe 
wie in der vorliegenden Abhandlung. Hesentlich ist, daß bei diesem Konzept 
im Rahmen seiner Voraussetzungen kein Gebrauch von gedachten Zusatzeinwir-
kungen und dem Begriff der inneren Zwangsbedingungen gemacht werden mußte, 
da es möglich war, ein vollständiges System von zweidimensionalen Feld-
gleichungen herzuleiten. An eine Interpretation dieses Konzeptes als eines 
dreidimensionalen Ersatzproblems wurde also nicht gedacht. 
Die Auswertung der Inva~ianzforderungen für die 2D-Energiebilanzglei-
chung verläuft ähnlich wie in Kap. 8.2 (Teil 1), wobei allerdings alle Be-
trachtungen und Ableitungen, die die gedachten Zusatzeinwirkungen betreffen, 
fortzulassen sind. Man erhält dann dieselben Bewegungsgleichungen erster 
und zweiter Art und die Orthogonalitätsbedingung wie beim 1. schalentheore-
tischen Konzept. Die reduzierte zweidimensionale Energiebilanzgleichung 
bekommt eine sehr einfache Form, da sie keine externen Wärmezufuhren und 
Wärmeflüsse enthält. Sieht man die über die Schalendicke integrierte innere 
Energie ~ .und die Beanspruchungsgrößen /;I(J((J etc. durch Stoffunktionen 
0 
als gegeben an, dann stellt diese reduzierte 2D-Energiebilanzgleichung eine 
Bedingung dar, die durch diese Stoffunktionen für alle Verformungsprozesse 
identisch erfüllt werden muß. Dabei ist zu beachten, daß die Beanspruchungs-
größen 1;fK(J. e tc. nicht symme tris eh sind, da ja auf lokale Bilanzgleichungen 
nicht zurückgegriffen werden konnte. 
Die Auswertung der identisch zu erfüllenden reduzierten Energiebilanz-
gleichung liefert Restriktionen für die Stoffunktionen, die mit denen des 
1. schalentheoretischen Konzeptes m.E. übereinstimmen, wenn man beispielsweise 
den minimalen kinematischen Variablensatz zugrunde legt. Dabei bleiben, wie 
bei näherer Betrachtung leicht einsehbar, auch jetzt die Momente 2. Ordnung 
unbestimmt. Das i1 -Theorem gilt natürlich auch jetzt,und daher können die 
Momente 2. Ordnung durch eine geeignete Konvention festgelegt werden, so 
daß schließlich auch bei geeigneter Wahl der kinematischen Variablen und bei 
der verschärften Beobachterinvarianz der inneren Energie E zu symmetrischen 
0 
Beanspruchungsgrößen kommen kann. 
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Diese mathematischen Ergebnisse, insbesondere die Ambivalenz der 
Beanspruchungsgrößen, das /! -Theorem und die Möglic4kei t, 
die Theorie mit symmetrischen Hornenten zu formulieren, obgleich n~ch:t 
auf lokale Bilanzgleichungen zurückgegriffen worden war, verlangte nach 
einer physikalischen Interpretation. Diese Situation und die Unvolls~änP,ig­
kei:t der Theorie, wenn man zu komplexeren Verschiebungsansätzen übergeht 
oder nichtisotherme Prozesse betrachtet, führte dann zu dem Konzept der 
gedachten Zusatzeinwirkungen und inneren Zwangsbedingungen. Mit den bis-
herigen Ausführungen ist diese Interpretation aber gegeben: Die Tatsache, 
daß die Momente sowohl unsymmetrisch wie symmetrisch sein können, hängt 
u.a. letztlich damit zusammen, daß neben den gedachten Zusatzvolumenkräften 
auch gedachte Volumenmomente wirken können, deren Präsenz wohl für die 
Unsymmetrie der Spannungen und deren Momente verantwortlich ist, das Ver-
schiebungsfeld in der Schale aber nicht beeinflußt! Da man die gedachten 
' 
Volumenmomente aber durch gedachte Volumenkräfte (Gradienten der gedachten 
Volumenmomente) ersetzen kann, ist das Problem auf eine Aufgabe mit symme-
trischen Spannungen und damit symmetrischen Momenten zurückführbar. 
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10. Auswertung der Entropiebedingungen und der Beobachterinvarianz bei 
ungleichförmiger Temperaturverteilung über die Schalendicke 
10. I Die Problemstellung 
Die im Kapitel E bzw. Kapitel 8.4 (Teil I) angesprochenen Fragen werden im 
folgenden für den Fall ungleichförmiger Temperatur über die Schalendicke 
(nicht-isothermer Fall) analysiert. Während im quasi-isothermen Fall die 
energetischen Forderungen und Invarianzbedingungen hinreichend viele Bilanz-
gleichungen für die gesuchten Lösungsfunktionen .::P. , ;{,. und -~ lieferten, 
sind im nicht-isothermen Fall die beidenweiteren Lösungen ...j. und 4 ge-
sucht, so daß zwei weitere Bilanzgleichungen erforderlich sind. Die Auffin-
dung dieser Bilanzgleichungen ist hier ein wesentlicher, neuer Aspekt. Da 
die energetischen Bedingungen schon ausgeschöpft sind, wird insbesondere die 
Entropie-Forderung zu analysieren sein. 
Die Auswertung der Entropie-Forderung, der integralen 2D-Entropieun-
gleichung und von Invarianzbedingungen soll konsequent für jedes der beiden 
schalentheoretischen Konzepte mit ihren unterschiedlichen Bilanzgleichungen 
und unterschiedlichen algebraischen Restriktionen für die Momente erfolgen. 
Insbesondere soll dabei zunächst nicht die Gültigkeit einer lokalen 3D-Entro-
pieungleichung unterstellt und damit auch nicht auf die thermoelastischen 
3D-Stoffgleichungen zurückgegriffen werden. 
Es stellt sich dann die Frage, ob für beide Konzepte e~n vollständiges 
System von Gleichungen gewinnbar ist und ob die generellen Struktureigen-
schaften der quasi-isothermen Theorien, u.z. das ~~-Theorem oder etwas Ent-
sprechendes, die Ambivalenz der Momente im allgemeinen und speziell die Ambi-
valenz der Symmetrie der Momente beim ersten schalentheoretischen Konzept 
sowie die partielle und vollständige Äquivalenz, auf den allgemeinen, nicht-
isothermen Fall übertragbar sind. 
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10.2 Die zweidimensionale Entropieungleichung 
Im Unterschied zu (9.1) hat ,die innere thermische ~wangsbedingung 
jetzt die Form 
o .. 
d.h. die Temperaturinverse J1 wird durch einen quadratischen 
Ansatz in der Dickenkoordinate e1 approximiert: 
I 





(m=O,I,2) Funktionen der Gaußsehen Koordinaten o 
und der Zeit i sind. Die integrale Clausius-Duhem Entropieun-
gleichung hat unter Berücksichtigung der zusätzlichen gedachten 
thermischen Einwirkungen ("erweitertes Problem 11 , S. 106, Teil I) 
für irgendeinen beliebigen Teilabschnitt der Schale, der durch die 
Schalenlaibungen und den Randstreifen ~f (Abb. I 1, Teil 1) 
begrenzt ist und der ganz im Schaleninneren liegt, die Form 
> j.s",_ ( '~" f .;. ) A ti Yn 
\Vn (I 0. 2) 
Das Oberflächenintegral des Entropie~lusses dur~h Wärmeleitung 
erstreckt sich über die Schalenlaibungen und den Randstreifen 
(vergl. Kap. 9. I. 1). Auf den Laibungen setzt sich der Wärmefl4ß 
aus dem aktuellen, dort vorgegebenen Wärmefluß(ln.•NJ+- b"zw. (~~~v)-
.1:- (- - .. und dem zusätzlichen gedachten Wärmefluß (fl.ra'IV) t' bzw. fl?.' N} 
entsprechend (9.3) zusammen. Aus (10.2) wird dann 
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st sr 
j /s~< ~ jf d&dc4 > j ~~(-r r9!t(fd&d~ 
()) -S- tfi- -s 
( 10. 3) 
j (~ rkJ.fl- !tfjf d//9 
tA 
-1 (~-,. i-; .N-!1-r dv4) 
t4 
wobei _;t durch (10. I) darzustellen ist und bzw. 
die 1\ -Werte auf den Laibungen sind 
;( t -
(I 0. 4) 
Die Teilintegration von (10.3) über die Schalendicke kann formal 
nach Einführung einiger Definitionen durchgeführt werden. Besondere 
Aufmerksamkeit erfordert dabei nur das Integral des Entropieflusses 
über den Randstreifen Cr : Indem man in dem Integral für den Wärme-
fluß (8.33, Teil I) den Wärmeflußv.ektor J~ durch den Entropie-
flußvektor 
ersetzt und definiert 
,sf 
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wird mit derselben Argumentation wie aufS. 122 (Teil I) 
(I 0. 5) 
f ~~ofi ·Nd~ = j [ 1-?t "' J-~j f f-"1} Y.: ds 
C;;: C (lp.6) 
~ J r1,(~ ~- 1-.:1 ~-(r~J~ cld, 
tA 
Führt man ferner ein 
.!_:~ 1~ / fi ~ 1 de ( 10. 7) 
-.s 
sJ 
:~ !n jlf s~{; j retde (I 0. 8) 
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st-




~[(fk'NJ)-rsr-- (~~N[J- s-J:! 
- [rf.N f/(s;l + fi·N ;rrs/] ~ j dciJ (I 0. I 0) 
=j (6/l i -{(f:·Nf/+(i·NtJ}) ~ 
1 (J,. f- ( (~-N J)S1 -ft.N t/sj) ~ 
f(;l{.f _ {ff"·NJ/fo'/ +(~·NfJ/5J}) ~ jaA-
1 
dann wird aus (10.3) nach formaler Integration über die Schalendicke 
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> /(t,. r ~ + 7" ?: f r- !" r 1 J 
tA 
-j(~ ,/V} )T- + (f~· IV f) -; ~ 
( 10. ]] ) 
j clv4 
.~'}r 
In der integralen Entropieungleichung (10. I J) stellt der Ausdruck vY 
die Gesamtentropiezufuhr durch die gedachten zusätzlichen th~rmischen 
~inwirkungen dar. Die Entropie-Forderung (S. 109, Teil 1), daß die 
Entropie~ufuhr durch die gedachten Zusa~zeinwirkungen in einem Schalen-
abschnitt als Ganzes verschwindet, und zwar 
(B1) für jeden beliebigen Schalenabschnitt Z\vischen den Laibungen 
(bzw. für jedes beliebige finite Linienelement) 
(B2) für alle Beobachtersysteme 
(B3) und für alle denkbaren aktuellen äußeren Einwirkungen, 
bedeutet jetzt, daß 
A 
J(';: 0 (10.12). 
unter den Bedingungen (Bl) bis (B3) zu erfüllen ist. Die Entropie-Forderung 
(10. 12) stellt also eine Entropiebilanzgleichung für die gedachten Zus~tz­
eimvirkungen dar. Die Bedingung (B 1) besagt jetzt insbesondere, daß ./r 
für beliebige Integrationsbereiche 0 versch\vinden muß, d. h. der Inte-
grand von (10. 10) muß für alle Punkte auf der Schalenfläche gleich Null 
sein: 
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ftr< T - [(f~·IV'f / + (~·!VrJ"}) ~ 
f (tr. i - [ f/·N fls~-- (r~·;V ;/sj) ~ 
(I 0. 13) 
t- (!~ i; -[ rf'" · N J )'rs'/ -r (/. .N 1) {s -/} ~ 
== 0 . 
Die Entropieungleichung (10. II) wird damit nach Umordnung 
> /(ft
70
-:; -(~·Nf/ t-(~.N;FJ)~ 
cA 
+(!11 ~- [(f;.·Nf/s'- (~·NJ isJ)~ 
(I 0. 14) 
1 (!"' :r- [rfn .N J}/s:/:-(f,.·Ntfrs-J] )1 
-[1 K ~ +- -5 ~ j f 1-"2 1: -' J dtft. 
Man beachte, daß (10.14) für jeden beliebigen Integrationsbereich v4 
zu erfüllen ist, so daß als lokale 2D-Entropieungleichung 
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( 10. 15) 
erhalten wird. 
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10.3 Das Problem der Auswertung der zweidimensionalen Entropieungleichung 
und die Bedeutung der Entropie-Forderung 
Wie in Kap. 9.1.1 gezeigt, ist die lokale 2D-Entropieungleichung (9.9) für den 
9.~~~i:.i~~!:~~E:.!!~~ Fall analog der lokalen Entropieungleichung ( (5. 2) ,Teil I) des 
dreidimensionalen Problems aufgebaut. In der lokalen 2D-Entropieungleichung 
(10. 15) für den ~i~~!::i~~!~~E~~~ Fall treten nun aber zusätzliche Aus-
drücke auf, die mit den Entwicklungsfunktionen ~ und 2 der Temperatur-
inversen verbunden sind. Es sind dies die neuen Größen rv und ~ II( (:~u -=4;l), 
4W 1<-1 
Andererseits ist auch jetzt nur eine Entropiefunktion QL vorhanden. 
Damit ist eine Analogie der mathematischen Strukturen des dreidimensionalen 
Falles und des nicht-isothermen zweidimensionalen Falles nicht mehr gegeben. 
Die Auswertung der 2D-Entropieungleichung (10.15) entsprechend der 
Coleman-Noll-Schlußweise erfordert zunächst die Definition eines thermo-
dynamisch zulässigen Prozesses und damit die Angabe sämtlicher 2D-Bilanz-
gleichungen sowie die generelle Grundstruktur der zweidimensionalen kon-
stitutiven Gleichungen. Offensichtlich ist nun aber die ~~~!:i~!:~~i!:~f~E: 
~~E~~ (Kap. 7, Teil I; Kap. E , Teil 2) bisher noch nicht erfüllt: Es 
stehen wohl für die neun unbekannten skalaren Funktionen ::;:: 1 c( ; 
;1 (~;:;tP,I, ?) sieben Differentialgleichunp:en (Bi lanzgleichungen) zur Verfü-.-..... . 
gung, d.s. sechs skalare Bewegungsgleichungen 1. und 2. Art und die redu-
zierte Energiebilanzgleichung. Nach der Bestimmtheitsforderung fehlen also 
noch zwei Bilanzgleichungen. 
Es stellt sich jetzt die Frage, von welcher Art diese Bilanzgleichungen 
sein müssen und in welcher Richtung sie zu suchen sind. Die höchsten zeit-
liehen Ableitungen - Sle sind 2. Grades - von r und pL bzw. ihren Gradien-
ten jo1. und cl..,"(. treten linear in den sechs skalaren Bewegungsgleichungen 
I. und 2. Art auf; die höchsten zeitlichen Ableitungen von~ - sie sind 
I. Grades- treten dagegen linear in der reduzierten Energiebilanzgleichung 
auf. Dies stellt ei~~ skalare Gleichung für die drei Raten .J (Mi .:-0 ~ l) 
dar. Es ~verden also im Hinblick auf diese Raten noch zwei Bilanzgleichungen 
• 
gesucht, die erlauben, die drei Raten ~ zu bestimmen. Diese gesuchten Glei-
chungen müssen eine ähnliche 
2D-Energiebilanzgleichung.~ 
.,... 
mathematische Struktur haben wir die reduzierte 
~ . 
Man Sleht dies leicht ein, wenn'man den Fall einer nichtdeformierbaren Schale 
betrachtet {-9~). Dann sind die Bewegungsgleichungen nicht relevant und die. 
kinematischen Zustandsvariablen treten in den Stoffunktionen nicht auf. Die 
einzige Differentialgleichung für die RatenA wäre dann zunächst nur die 
2D-Energiebilanzgleichung. ~ 
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Einen weite~en Hinweis e~hält man aus der 2D-Entropieungleichung (10.15). 
Die direkte Auswertung einer Entropieungleichung entsprechend der Co~e~an~ 
Noll-Schlußweise, sei es im dreidimensionalen Fall (Kap. 5.4, Teil I) oder 
im zweidimensionalen Fall mit konstanter Tempe~atur über der Schalendicke 
(Kap. 9. I. 1), erforderte zunächst die Elimination der Wärmequelldichte ~ 
bzw. ~aus der jeweiligen Ungleichung. Hierzu.stand die jeweilige lokale 
0 
Energiebilanzgleichung, die von einem zulässigen thermodynamischen Prozeß 
erfüllt werden muß, zur Verfügung; so erlaubt im quasi-isothermen zweidimen-
sionalen Fall~ eine lokale 2D-Energiebilanzgleichung~~ die mittlere Wärme-
quelldichte i"' aus der 2D-Entropieungleichung (9 .9) zu eliminieren. 
0 
Auch hier läßt sich in (iO. 15) die mittlere Härmequelldichte t bzwo 
der Faktor von ~ 
() 
der die aktuelle vrnrmezufuhr pro Linienelement darstellt, entsprechend dem 
gewählten schalentheoretischen Konzept mit der jeweiligen lokalen 2D-
Energiebilanzgleichung ((8.84), Teil 1) oder ((8.130), Teil I) aus (10.15) 
eliminieren. Für f' und'[ bzw. die Faktoren von 1 und~ in (10.15) sind 
vergleichbare Bilanzgleichungen aber bisher nicht verfügbar. Von daher ist 
offensichtlich, daß die beiden gesuchten Bilanzgleichungen die eingeprägten 
aktuellen thermischen Einwirkungen 
enthalten müssen. 
Es ist nun klar, daß zur Erfüllung der Bestirnmtheitsforderung nicht 
noch irgendwelche, bisher nicht verwendete, allgemein gültige physikalische 
Bilanzgleichungen, wie sie ja auch außerhalb einer rein thermomechanischen 
Theorie noch beachtet werden müßten,herangezogen werden können. Vielmehr 
muß innerhalb dieser thermomechanischen Theorie nach weiteren Bedingungen 
gesucht werden. Der einzige Bereich, in dem die Einführung weiterer Be-
Chne RUckgriff auf lokale dreidimensionale Bilanzgleichungen 
~~ 
Dabei waren ja nach dem gewählten schalentheoretischen Konzept unterschied-
liche 2D-Energiebilanzgleichungen zu beachten. 
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dingungen physikalisch zulässig ist, umfaßt die zusätzlichen gedachten 
äußeren Einwirkungen, und zwar insbesondere die thermischen Einwirkungen. 
Die Entropie-Forderung ( 10 .13) unterwirft die gedachten thermischen Zusatz-
einwirkungen bisher nur einer summarischen Bilanzbedingung. Es wird im 
folgenden gezeigt, wie sie auf verschiedene Weise erfüllt werden kann. 
Die Entropie-Forderung (10.13) unterscheidet sich von der entsprechen-
;( 
den Forderung für den quasi-isothermen Fall 
A 
durch die zusätzlichen Terme 'I' 
-1 
und f . Im quasi-isothermen Fall führt die Entropie-Forderung (wegen 
;1-1-o II:: o-== 1/ ) einfach auf die Forderung 
I) T 1 -1 a 
d.h., die Gesamtwärmezufuhr der gedachten thermischen Zusatzeinwirkungen 
pro Linienelement verschwindet. Bei der Entropie-Forderung im nicht-
isothermen Fall bestehen mehrere Strategien. Dabei sind aber in jedem 
Fall die Bedingungen (B2) 
Erfüllung von (10. 13) für alle Beobachtersysteme (vergl. Kap. 7, Teil 1) 
und (B3) 
Erfüllung von (10. 13) für alle denkbaren aktuellen äußeren Einwirkungen 
zu beachten. Hegen der Beobachtertransformationen (vergl. (8.44), (8.53), 
(8.56), Teil 1) 




~ 37?. I -'Ut:-~~1.,.-~~ .,..., 
11 ~ 1\ ;::r rttA --~ 4, L 
~ ~ I (I 0. 16) 
A Jf. 
(~ ,N) _,_ (f/J I !V)! --
tt ~ ft -
s!: + s.t 
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genügt die Entropie-Forderung der Beobachterinvarianz identisch, so daß 9i~s 
hier keine weiteren Einschränkungen liefert. 
Die Bedingung (B3) besagt, daß die Entropie-Forderung ~10, 13) für alle 
~enkbaren zulässi&en thermischen Prozesse erfüllt sein muß, welche a~tu­
~llen Belastungen, Wärmequellverteilungen ~~e~&1 t} und Härmeflüsse 
!l?:lt:/'rtj und ft~f&~f) auf den Laibungsflächen auch vorlißgen mögen. 
Diese Bedingung läßt sich noch weitergehend interpretieren. Zunächst 
sei daran erinnert (Kap. 7, Teil 1), daß die ?edachten zusätzlichen Wärme-
"' (A -) + 
quellen (-senken) ..,.., und die zusätzlichen Wärmeflüsse r1.k 'N.- von .;tußen 
aufgeprägte Härmezufuhren sind, die so beschaffen sind, daß sie u.a. nur die 
Y~~~~ih~~~g der Temperaturinversen A entsprechend der thermischen Zwangs-
bedingung (!0.1) bestimmen, nicht aber die Größe der Variablen ~ , j 
und ~ Wegen der Unabhängigkeitsforderung (Kap. 7, Teil I) sind die 
.Q. ( 41-1 = ~ 4',. :l.) allein durch die aktuellen äußeren Einwirkungen fest-
gelegt. Dies bedeutet dann insbesondere, 
daß die~ Werte annehmen können, die ~~~~~~~gig_~~~-i~E~~-~~~~~i~i~~!~~ 
in der Entropie-Forderung (10. 13) sind; dies schließt aber zunächst noch 
nicht aus, daß die Koeffizienten der ~ selbst noch von den ~ abhängen. 
Die Bedingung (B3) bedeutet dann im Hinblick auf (10.13), 
daß durch eine geeignete Prozeßführu~g, und zwar durch Manipulation der 
~~~~~hh~ äußeren Einwirkungen allein, die ~ ~~hi~~ig_~~~-~~~~~~ggig 
~~~~i~~g~~E eingestellt werden können. 
Diese beiden Bedingungen genügen nun aber noch nicht, um weitere Schluß-
folgerungen aus der Entropie-Forderung zu ziehen. So ist z.B. die folgende 
Strategie denkbar, die die Entropie-Forderung identisch erfüllt: ManJ.ibt 
beispielsweise bis auf f die gedachten Zusatzgrößen f, f und ( 9;,. fJ)'! 
unabhängig von 11 vor und benutzt dann die Entrop~e..,..Ford~rung als Bestim-
..,., "- A 
mungs gleichung für die noch freie Zusatzgröße r . Dann wird t abhängig von 
~ , was aber nicht im Widerspruch zu dem bisher Gesagten steht. 
Eine weitere Strategie kann aber ausgeschlossen werden: Man kann zeigen, 
daß die Koeffizeiten der ,4. in (10.13) nicht in Abhängigkeit der A und 
gegebenenfalls der kinematischen Variablen ~K~~~und ~ ~~Eg~g~~~~ werden 
dürfen, ~~~~ daß die Entropie-Forderung ~~~g~i~~~ erfüllt wird. Denn dann 
würde die Entropie-Forderung eine !3edingung zwischen den Variablen ~ 
und u. U. ~, {und d darstellen, die im Widerspruch zu der Vorstellung _ 
steht, die thermischen und kinematischen Zustandsvariablen A und ~"' #/: Iei 
~ 
unabhängig voneinander einstellbar sein sollen. 
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Es ist nun naheliegend und natürlich, hier ähnlich zu verfahren wie 
bei der Auswertung der zweidimensionalen Energie-Forderung des ~veiten 
schalentheoretischen Konzeptes. (Kap. 8.3, Teil 1). Die folgende Hypothese 
wird angenommen: 
~lE~!!!:~~~.:_ Es sei ve:ora~sgesetzt," daß die .... ge~ac~ten thermischen Zu-
satzeinwirkungen (~Je., •'N)! und "1" bzw. 't, f 1 ~oder bestimmte Kombi-
nationen dieser Größen, wie sie die Koeffizienten der ~· in der Entro-
pie-Forderung (10. 13) darstellen, unabhängig von den A gewählt wer-
~!,.. 
den können. 
Da nun aufgrund der Bedingung (B3) die ~ beliebig und unabhängig vonein-
ander eingestellt werden können, folgt dann notwendig und hinreichend aus 
der Entropie-Forderung ( 10. 13) das Versch~>1inden der Koeffizienten der /1. 
1ft-
Man hat also im einzelnen: 
;\ 
1\ 
[ (~·NJ)+ + 0 (~·N /)- J ;\ ~~ -1' 0 
A 
(f,c ,f115}- .s-J ~ ;I -r 
11!<. .., 
A 
!_- (~ ·iit) 1 sf 0 
( 10. 17) 
.1\ 
S'n r-<, .z [ ri_~iVJ)fs1J
2 -r ri·NJ)fs/') 0 
oder kurz 
A 
~?e ".,. """ 
Man erkennt, daß diese Hypothese gerade so viele Bedingungen für die ge-
dachten thermischen Zusatzeinwirkungen liefert, wie Entwicklungsfunktionen 
~ der Temperaturinversen vorhanden sind. 
Die Bedingungen (10.17) stellen drei Vorschriften für die Wahl der ge-
A 11 - f 
dachten thermischen Zusatzeinwirkungen I und(~'o/dar. Man kann aus ihnen 
Gewinn ziehen, um die oben beschriebenen offenen Fragen zu klären, wenn man 
sich daran erinnert, daß das vorliegende Ersatzproblem eigentlich ein drei-
dimensionales Feldproblem mit inneren kinematischen und thermischen Zwangs-
bedingungen darstellt, die durch gedachte, äußere Zusatzeinwirkungen reali-
siert werden. Diesem Problem sind definitionsgemäß exakte lokale dreidimen-
sionale Bilanzgleichungen zugeordnet, in denen die lokalen Werte der gedach-
ten Zusatzeinwirkungen explizit enthalten sind. Die hier primär interessierende 
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A <11 
Größe ist die gedachte Wärmequellenverteilung '/"(&,~f} , die einen Term 
in der lokalen dreidimensionalen Energiebilanzgleichung des Ersat~problems 
II 
darstellt. Indem man diese Energiebilanzgleichung nach r auflöst und ent.,.. 
sprechend über die Schalendicke integriert, ~assen ~ich die drei Orößen 
s'~-
/!f'; -P- (e) "'de (IO.l8) 
- s-
durch die übrigen Terme der lokalen Energiebilanzgleichung beschreiben. pa 
in der lokalen dreidimensionalen Energiebilanzgleichung des Ersatzproblems 
neben ;_ natürÜch auch die aktuellen Wärmequellen r(6f1&,e} enthalten sind, 
liefert (10. 17) nach der Integration (10. 18) dann Bilanzgleichungen, in denen 
/(' und insbesondere 7" oder 'I explizit auftreten. Inwiefern in diesen Glei-
o "7 ,z. 
~hungen dann auch alle anderen gedachten Zusatzg~ößen herausfallen, um der 
Unabhängigkeitsforderung zu genügen, bleibt noch zu zeigen. Darüberhinaus 
ist zu prüfen, ob diese drei Bilanzgleichungen mit den schon vorher ent-
wickelten, insbesondere mit der 2D-Energiebilanzgleichung, verträglich sind. 
Denn mit (10. 17) hat man nicht nur zwei, sondern drei weitere Bilanzglei-
chungen gewonnen. 
Es muß jetzt daran erinnert werden, daß sich das 1. und 2. schalentheo-
retische Konzept in einigen grundsätzlichen Voraussetzungen (vergl. Kap. E) 
unterscheiden. Das l~-~~~~l~~~~~~E~~i~~~~-~~~~~R! geht nicht von der Invarianz 
der dreidimensionalen lokalen Energiebilanzgleichung aus, sondern fordert 
nur Invarianz in der integralen Form; daher wird hier auch nicht von dem 
lokalen Impuls- und Drehimpulssatz Gebrauch gemacht. Um hier also konsistent 
A lt 
zu bleiben, muß die Wärmequellenverteilung ~(81&1 f) aus der dreidimensiona-
len, lokalen, ~i~~~E~~~~i~~~~g Energiebilanzgleichung ((7.7), Teil 1) er-
mittelt werden. 
Bei dem ~~-~~~~l~~~~~~~~~i~~~~~-~~~~~R! wird dagegen explizit von den 
lokalen, dreidimensionalen Bilanzgleichungen der Energie, des lmpul$es und 
Drehimpulses des Ersatzproblems ausgegangen; hier muß daher die redu~ierte 
,..---"~"~""----,.,. ' f!'. 
Energiebilanzgleichung zugrunde gelegt werden, um ~ zu ermi~teln; diese 
Energiebilanzgleichung enthält zwangsläufig nur ~en symmetrischen Anteil 
des Spannungstensors. 
Da die Auswertung der Bilanzgleichung~n~ (10. 17) fUr das 2, schalßntheo-
retische Konzept mathematisch einfacher durchzufUhren is~, soll diese Analyse 
zuerst vorgenommen werden. 
X 
Die Gleichungen (10. 17) sollen im folgenden als entrepisehe ~ilanzgleichungen 
für die thermischen Zusatzeinwirkungen bezeichnet werden, denn sie stehen 
mit der Entropie-Forderung in ursächlichem Zusammenhang. 
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10.4 Konsequenzen der Entropieun?leichung und der entropischen Bilanz-
gleichungen beim 2. schalentheoretischen Konzept 
Reduziert man die Energiebilanzgleichung ((7.7), Teil 1), indem man die Bei-- ~ ~ 
träge der Volumenkräfte 6 und b und des Volumenmoments L mit Hilfe des 
lokalen dreidimensionalen Impuls- und Drehimpulssatzes des Ersatzproblems 
((7.8) und (7.9), Teil 1) eliminiert, dann erhält man als reduzierte lokale 
Energiebilanzgleichung (vergl. auch mit (4 .100), Teil 1) 
- o. (I 0. 19) 
-:r 
Hier ist I der syrrnnetrische Teil des Piola-Kirchoffschen Spannungstensors 
2. Art 
Auflösung nach den zusätzlichen, gedachten Wärmequellen r liefert 
(10.20) 
Diese lokale Bedingung erlaubt, die drei Integrale ~?2 [. (.-u-, ·'01 1; (.) 
(10. 18), die in denentropischen Bilanzgleichungen (10.17) auftreten, durch 
Integrale der rechten Seiten von (10.20) auszudrücken. Zunächst sind 
Für die Spannungsleistung in (10.20) läßt sich unter Berücksichtigung der 
lnneren kinematischen Zwangsbedingung (7. 1) und mit (9.47) schreiben 
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-:! • T1(L i i-r- {I c.J .._ kt. 
4 .::!.. J(.3 -
.-1 , 
r«(l .. f- TfJJ E - Ep(~ + I E 1f3 jl3 
d (:('/.} p 4 J;3 , 'J J] , 
- T E«ii +Z T ~3 7- T ~J3 
fcx~ ( E_ . -!- • ,.... .;- g f- ~(J +(e) f«r:r) 0 0(~ 
I- l fts ( 1/;s:t r e f;4J) 
+ 
:! JJ • 
T E-13 
Mit den Definitionen 
!! •,1 : = J Ir r "'(.! fe; ... ,;{/) , ",_ 0,12,.1, $1 
-.s-
st 
&J;J ' := f lf 1 •fJ fG) ... c/{t , "" ~ cw, J 
- .s-
J-1 




1_ ( Tot/.J -t- T~/ 







~Die Klammern um die Indizes der Momente in (10.24) bedeuten, daß nur d~r 
symmetrische Anteil der Momente,zu nehmen ist. 
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- J lf 
.::: 1 ( 11 J;J -i' 11 t<? J ) 
;_ 'h -11 I 
.rt 




J lf Ir I j i J (~/d~ 
...... ,s-
~+-
~ I Ii ( f~ ( (B) '"t K~ f (&) .,_?.;. ~ (&) ''"~ .. ~ ) 
-s fl f''~ ((&/ ~J + (&) "'~'~fl:J ) 
f /J] /&/" iJJ J cl ~ 
lf fof(I) f_ ..t. 11 (~J Ea f- 1'1 (II(!) f.. « 
~ o «;1 hi?N ..-; II 'htr.<, .l 0 
l ( ]0 .24) 
( 10.25) 
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E$ bleibt noch die Integration der Divergenz des Wärrreflusses 
sr-
j/i ( 10.26) 





Um den Divergenzausdruck auf der rechten Seite von (10.27) bequem integrieren 
zu können, wird der Term (10.26) zunächst über einen beliebigen Abschnitt 
der Referenzfläche der Schale integriert, um dann den Green-Gaußschen Sat~ 
im Schalenraum anwenden zu könneno Es wird 
sf 
j J lf (&)""Vn· ~ diJ d~ 
tA' -..s-
.sr 
I /lf f ~. trn (gJJ 
09- -s 







Mit dem Green-Gaußschen Satz wird 
(10.30) 
Dieses Oberflächenintegral über den Schalenabschnitt besteht aus drei Teil-
integralen, und zwar aus den Integralen über den beiden Schalenlaibungen 
und den Randstreifen ~~ , Auf den Laibungen muß der Wärmefluß 
die Randbedingungen des dreidimensionalen Ersatzproblems erfüllen (9.3). 
Daher wird 
= j(s ;/'/ 1-~<r -f 4_ ') ' ii 'F d c/J 
c4 
-f j (-s-/"·alt- ~--kr /v' • ;- "c A 
t4 
f j (e) ... ~,;; d~ 
C.p 
( 10.31) 
Mit der Definition (10.5) und unter Beachtung der Ableitung (Gl.(8.33- 8.38) , 
Teil I) erhält man für das Flächenintegral über den Randstreifen ~F 
(I 0. 32) 
hierbei wurde der Green-Gaußsche Satz für Flächentensoren verwendet. Das 
Volumenintegral (10.28) läßt sich mit (10.28), (10.31) und (10.32) also 
darstellen als 
Sr 44t 
j /lf feJ ~'f~ diJ diA = 
f-4 -s-
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Für beliebige Integrationsbereiche v1 folgt daraus das gesuchte Integral 
( 10.26) 
s+-
1 /f(e/"~·fr< de -- ~ 11. (SJ (~~-r ~J' Nf f f 
-s~ 
'U. A 
~ (-.sJ (~- rf~)· 11- f-
(10.3~) 
Die Ergebnisse (10.20), (10.25) und (10.33) erlauben jetzt das lntegral 
A 
( 10. 18) über die gedachten Wärmequellen I darzustellen; man erhält 
.;( AA(J;JJ ~ 
I ,r. ~~ f fl J 
f /1 Jl ,; 1 
1H ;-- .13 ( 10. 34) 
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Einsetzen von (10.34) in die Bilanzgleichungen (10.17) zeigt, daß sich die 
Beiträge der gedachten Zusatzwärmeflüsse auf den Laibungen jeweils heraus-
heben, so daß (10. 17) die folgende Form erhält 
( 10. 35) 
0 
Diese drei Forderungen lauten ausgeschrieben 
( 10. 35 )1 
f ~:1)( 







c 10. 3sl 
Mit dem Ergebnis (10.35) sind die entropischen Bilanzgleichungen (10.17) 
soweit ausgeschöpft. 
Die erste Bedingung (10,17) 1 
~_- (~ ·N ;J.;. + rt ,;V tJ-J t 0 
war schon bei der Auswertung der Energie-Forderung des 2. schalentheoretischen 
Konzepts (Kap. 8.3, Teil 1) erhalten worden und hätte hier natürlich auch 
gleich berücksichtigt werden können. Es war dort gezeigt worden, daß diese 
Bedingung der lokalen, reduzierten zweidimensionalen Energiebilanzgleichung 
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(8. 130) des 2. Konzepts entspricht (Kap. 8.3.5, Teil 1). Um die Identität 
von (8.130, Teil 1) und (10.35)1 1 zu zeigen, differenzieren wir die kine-
matischen Beziehungen (9.48) und beachten dabei die Definitionsgleichungen 
(9.25); man erhält 
" fP0 "" ~ 1(.:.. -
, 
- i a_,otfj - z ~p( I 14 -1- "'et.' ~jf) 
• 






• dld. -f 'lct .z;ß - 2 ~I' r- - -a_ 
• "' ) -f -;;13 ' d />'(' + ~. dl~ 
• 0 
E. (I((" 4 ~(3 = 1(i;w~~4 
- .. ) - r- d/()/. • d 14 "" ~ L 
r(10.36) 
• " 
fjp{J ~ 4 dot - :t(~ ·d- .;[) ;L - ..Z- 1/1( -!- ?)~ 
, . 
• 
~ 1~ (t , - -r d· d,o<: ) F«:s 1 -
"' 
.l r.t ,:= ;i d •diK 
, ,. 
II 
Ef-JJ ~ 4 J cL~Z ~ - J 
Beachtet man weiter, daß bei dem 2. schalentheoretischen Konzept die 
Symmetriebedingung (8.116, Teil 1) für die Momente gilt, so daß 
(10.37) 
dann folgt nach Einsetzen von (10.36) und (10.37) in (10.35) 1 unmittelbar 
die Übereinstimmung des Integranden von (8.130) mit (10.35) 1 1. 
Die Gleichungen (10.35)\ und (10.35)
1 
3 stellen nun aber zwei neu-
artige Bedingungen dar, die zusammen mit (10.35) 1 1 insbesondere Differen-
tialgleichungen für {;.) ~ und 1\ abgeben, da nur in diesen Bilanzglei-
..1.. 
chungen - die Entropieungleichung ist hier ausgenommen - ihre Ableitungen 
1. Ordnung nach der Zeit auftreten. Man erkennt dies, wenn man beachtet, 
daß die G die unabhängigen Zustandsvariablen 
~ 
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als Argumente haben und nach der Zeit zu differen~ieren sind. 
Von besonderer Bedeutung für das Folgende ist nun aber die Fest~ 
stellung, daß in den Bilanzgleichungen (10.35)1 2 und (10.35)
1
3 9E~~~g M (t<(J) h(~) f.f(vbl} f.1t..!ot) N J.l 
!!~l.!~E.~E._Q.;:~g,lE!,S .wie die Momente ~·t / 'f 1 ~ 1 J 1 1 
und ::J.J4 auftreten, die in den Bewegungsgleichungen I. und 2. Art 
und in der Energiebilanzgleichung (8. 130, Teil I) bzw. (10.35) 1 1 nicht 
vorhanden sind. Vergleichbares gilt für die höheren Wärmeflüsse f-~, 1-~ 





Q A I' -
vorgegebenen Größen y und r sowie (~·N)!:..auf, die erstmals in der 2D-
Entropieungleichung (10.11) bzw. (10.15) aufgetaucht waren und die dort 
nicht eliminiert werden konnten. 
Für die gesuchten Lösungsfunktionen );:;-, dl ~ (u~t,l)) die insge-
samt neun skalare Größen darstellen, stehen jetzt ebenfalls neun Differen-
tialgleichungen zur Verfügung: 
Die Bewegungsgleichung I. Art 
die Bewegungsgleichung 2. Art für das 
2. schalentheoretische Konzept 
die reduzierte 2D-Energiebilanzgleichung 
die entropischen Bilanzgleichungen (10.35), 
vmbei die erste mit der red. 2D-Energie-
b:Llanzgleichung identisch ist. 
3 skal. Gleichungen 
3 skal. Gleichungen 
I skal. Gleichung 
3-1 ~ 2 ska~. Glei-
chungen 
Damit ist die ~~~!i~!.1!~i!:.~!.2E2~.ftlng (Kap, 7, Teil I) erfüllt, wenn au~er,.. 
dem für C etc. 1 die Momente der Spannungen ho<(! etc. und die Momente fier 
~ 0( IJ 
Wärmeflüsse A: etc. ~~g,~!:.i!:.~!:.i~~-~l~i~1!~gg~~ zur Verfügung steh~n; dabe~ 
Q 
ist zu berücksichtigen, daß die Momente f;! oy.s et;.c. den Symmetdebedingungen 
( ( 8. 11 9) , Tei 1 1) 
f1 Lk - 0 
ltt 
genügen. Für die höheren Momente 
/c,L ::: 4, 21 3 
k/- : 1, 2. 
( 10. 38) 
etc. bestehen diese Symmetrie-
bedingungen nicht, allerdings ist eine Aussage über ihren antisymmetrischen 
Anteil auch nicht erforderlich, da nur die Kenntnis des symmetrischen Anteils 
in ( 10. 35)1 2 + 3 notwendig ist. Da also entweder der antisymmetrische Anteil 
identisch verschwindet (10.38) oder nicht in den Bilanzgleichungen auftritt, 
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sind überhaupt nur für den symmetrischen Anteil Stoffunktionen anzugeben. 
Die zweidimensionalen Stoffgleichungen des 2. schalentheoretischen Konzepts 
sind daher folgende 
V 
f1 1"13J /a d 
111 ( ' ((~I P<. I 
A':'t JJ ( ) rt II 
~ 
v 
;;( ( t1 ) 
(I 0. 39) 
( ,, ) 
Die zweidimensionale Stoffgleichung für die Entropie :12 tritt dabei nur 
in der Entropie-Ungleichung (10. 15) auf. Die Struktur dieser Stoffunktionen 
ist hier von vornherein so beschaffen, daß die Stoffgleichungen den Forde-
rungen der Beobachterinvarinaz genügen. 
Die Übertragung des Coleman_.Noll s chen Dissipationspos tulats 
auf diese Situation bedeutet jetzt Folgendes. Ein "thermodynamischer Prozeß" 
für diese Schalenmodell wird durch die folgenden Funktionen beschrieben: 
I) Die Geometrie der Schale im momentanen, verformten Zustand, 
charakterisiert durch "'?-' (B~t-} und d/e~f) 1 
und das Feld der Temperaturinversen, bestimmt durch c1:i.e 
drei Funktionen j (e~t-)' 1 ~ (e~t) und ~ fe~f) 
} ( 10. 40) 
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ljJ~ (f3~, -1) :.- !! 113 (e~ f) 
l;f \}J !e ~ t-) 
Teil der höheren Momente 









infolge der Massenkrattdichte 
Die Momente der inneren Energie, u.z. 
die gemi t tel te spez. 1nnere Energie der Schale 
und die höheren Momente 
Die Wärmeflußvektoren, u.z. die 
die gemittel ten \.färmeflüsse in der Schalenfläche 
und die höheren Momente 
der gemittelte Wärmefluß normal zur Referenzfläche 
und das erste Moment 
6) Die Wärmezufuhr der Schale, u.z. 
( 10, 40) 
E. (~~ f) 
0 










die gemittelte Wärmezufuhr }~<. ( - { (?fr<·N j ).,_ ~ (~ •Al 1Y} 
und die höheren Momente !,?(. t[- {(~·N$}fSJ~(112-•!Vf)(-.s-/) 
M :: d l", 
' ' I 4 
I 
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7) Die gemittelte spezifische Entropie ) ( 10. 40) 
Diese Funktionen bilden einen :~~~E~~~l~~~~~~~~-~E~~~~~ für die Schale, 
wenn sämtliche Bilanzgleichungen, das sind die Bewegungsgleichungen 1. 
und 2. Art, die reduzierte 2D-Energiebilanzgleichung , und die 2. und 3. 
entrepisehe Bilanzgleichung für jeden beliebigen Flächenabschnitt erfüllt 
werden. Um diesen thermodynamischen Prozeß zu definieren, genügt die Angabe 
der Funktionen unter (1), (2), (4), (S),und (7). Die übrigen Funktionen 
unter (3) und (6) sind dann eindeutig durch die lokalen 2D-Bilanzgleichungen 
festgelegt. 
Dieser so definierte thermodynamische Prozeß soll als ~~l~~~~g bezeich-
net werden, wenn er mit den 2D-Stoffgleichungen (10.39) verträglich ist. 
Sind die 2D-Stoffgleichungen also gegeben, dann läßt sich zu jeder beliebi-
x 
gen Vorgabe der Größen 
t>( 
als Funktionen von e und f 
ein zulässiger thermodynamischer Prozeß angeben, denn alle anderen Funktionen 
des zulässigen thermodynamischen Prozesses sind dann uQt den Stoffunktionen 
und Bilanzgleichungen berechenbar. 
Das Dissipationspostulat (S. 76, Teil I) fordert jetzt, daß jede Lösung der zweidimen-
sionalenFeldgleichungen, bestehend aus den Bilanz- und den Stoffgleichungen, der 
2D-Entropieungleichung genügen muß. Dies heißt auch, daß irgendwelche Felder 
rt-(e~t) 1 d(Be< 1t-) und jJ(!J~f) (-u.,--O,I/2) , die die zwei-
dimensionale Entropieungleichungen erfüllen sollen, Nebenbedingungen in Form 
der Zv7eidimensionalen Feldgleichungen unterWorfen sind. Ein zulässiger thermo-
dynamischer Prozeß, der auch dem Dissipationspostulat genügt, soll als e~n 
thermodynamisch konsistenter Prozeß bezeichnet werden. 
x Hinsichtlich der~ besteht aber die Einschränkung, daß die Temperaturinverse 
A= ~ + ;;.. tJ r- 0(8)?- positiv sein muß; dies ist im folgenden aber ohne 
Bedeutung. 
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Da grundsätzlich davon ausgegangen wird, daß die äußeren aktuellen Ein-
wirkungen, d.h. die Funktionen 
jeder Satz von Funktionen -rv 1 
matis eh. Bei Vorgabe von ~ d.-
(3) und (6) beliebig einstellbar sind, erfüllt 
i[ 1 ~ (~l1.:qJJ.)diese Nebenbedingungen auto-
und~ sind dann aber die äußeren aktuellen 
Einwirkungen festgelegt. In der 2D-Entropieungleichung (10. 15) treten die 
äußeren aktuellen Wärmezufuhren, die Funktionen (6), explizit auf. Sie müssen 
daher durch -r, d und A ausgedrUckt werden, und dies kann nur mit den drei 
4k 
Bilanzgleichungen (10.35) erfolgen. Damit wird die 2D-Entropieungleichung 
auf eine Form gebracht, in der nur noch Stoffunktionen und unabhängige Zu-
standsvariable enthalten sind. Aus (10.15) w:i.rd daher mit (1(.),35) 
# 
~~ :z • iA , > ~ E I( + /'!<. ~ ~~ eA 0 () '1 ., ~ L 
- [ ft (ct(l) i_ M JJ f:.Jj] I} .f- • ., f 
0 0 ~ 0 
- [ 11 (ol(J) F- .;-)1 l1 4))]~ +- ", /1 0 O('(l "' (10.41) 
- [ N(«(') ;.- H J) i }II -1- ,. " , f 
~ -;;" K(-l .!.. tJ JJ },; 
1J;[ rtv ;1, 
0 1 L 1 .<.. 
-( 1~ {L;O( 1- ~ "lll~ -~1~~~~). ,.., " 
Wie in Kap. 8 wird davon ausgegangen, daß die integrale 3D-Entropieungleichung 
nicht auf eine lokale 3D-Entropieungleichung zurückfiihrbar sei, so daß analog 
zu Kap. 9 die Entropieungleichung (10.41) direkt auszuwerten ist. 




Man prüft leicht nach, daß die so definierte Funktion ~ gerade das Inte-
..~.... f) 
~ral der Massieusche Funktion ~~ 
lm dreidimensionalen Fall ist, denn es gilt 
Sf 
f Jlf ~ rj; de 
o~ ~s-
( 10.43) 
( 10. 44) 
w·enn die innere thermis ehe Zwangsbedingung ( 10. 1) berücksichtigt wird. Die 
materielle Zeitableitung von (10.42) wird 
• ~ I ffn- s:: , rt :z 811 e I! _ß_ E 11 - 0 t:J !~e -1 "" §>. .R. ,l. olZ 
il1 =i;a ilf .fÄ! .. !l --~ 
0 () -r~ --1 -1 .§>A!... J, J., 0 
( 10.45) 
Damit wird aus der 2D-Entropieungleichung (10.41) 
ct 
(/ • 
?r<. + fn ~I\ + 5' E/( -f .922. cE 11 0 0 .,.,Je 1 1 ../; ... ..!.. 
-1- { )(MAJd_ 
p 0 <r'(1 
..,t- I-#~ I- )( nE_ JA 
0 (} JJ 0 
./- [ 11 (1(;3) i .JJ • J- ,,." .; 11 c:?J j 11 
", 0 ~;1 1 0 1 
f [ ;f( (<14) i-- 1- ... ,. + )1 .IJ ; 1_1 J 11 




Führt man noch die Abkürzungen 
l1L (c(;O ):= 11 (o(,A) lf 1 1t (A';J)If f )ji~J;t - m (;1«) 
0 ? (J -1 -1 "' 2. 
(') 
?rt. (o(iJ): = f/lxiJJ II f )11~)1/ f yt.tl') A. - m fla<J 
;') 4 () .t -1 () . 1.- 1 
frc (at;3) ; .:; fl (oy.t) /) f Hr"'fl)ll 1- 11(1011 - mttJ~) 
.t. ,t () J "1 ~ .t .,e. 
Y:JV(.If(} l1 (.ijl();1 I- /j (.?~<) 11 i.;t/1() 1 
(10.47) 
,. ,. (.. f-.= 1- t7 1 
0 () 0 "" '1 ,t l, 
~ (.JO() lf(JOI.) I-
/(f./1<) 11 1- )f (Joy J I'..L := I) ~ 
1 " ~ .t -7 
m"J ' - )fJJI/ ..f HJ] A i- 11 )J ;1 "- f /1 L L 0 0 () 
ein, dann schreibt sich (10.46) 
f 
A-Yv JJ , 
V'l(. E.. 
(:;) 0 JJ 
> 0. 
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Die materielle Zeitdifferentiation der zweidimensionalen Massieu-
schen Funktion ~ ergibt ~veeen der Symmetrie von a~(J zu 
() 
= _!__( &r4 ~ ';)~)d f- dfl1 j d~ d, 
cPo .f )., CJ Q<((J ?~,( ~ C> dtf3 tfl 'dd« D(. 
dt/J ~ ;yrf • (10.48) + f ~ 'd~ I 'di1J 
;)?2 • ;)c/J.. Ä d~ 41 + ;1 -f f- ;( 9A '{71( !) 8A -; .(." 
0 "" ~ 
Einsetzen in die Entropieungleichung (I0.46)I und Zusammenfassung aller 




)\ ergibt weiter 
o "' e 
(10.49) 
?<(3) • (C({J) I t6</-1) • 
i- 1t !f- c( 3 -f ltt Lx(J -r m ~~(3 ..., "' ~ 
(,J"t') .. .l?lt (Jot); ./,? • f ~ llt C.ct.J -1-/J( E...~ t- -ciJ 
0 0 1 1 () () 
1- ~J Jl +- t LJA 
~ -1 1 l 
>o 
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Es muß aber beachtet werden, daß in der Entropieungleichung (10.49) nicht 
unabhängig einstellbare Raten auftreten; das bedeutet insbesondere, daß die 
kinematischen Variablen {.cc(3 etc. durch den minimalen kinematischen 
Variablensatz (9.36) 
~ 
ausgedrückt werden müssen. Mit (10.36) und (9.56) 2 ist nun 
'hv' ( oe;.) • 





0 () CI(J 
(«'ßJ - .! 
~ fC ~~,( ~ d)~ 
1 s r , 
- L 1tt (t3 ~er~ 
... ...! s r -< r;~ I~$> ~~ e_ 
............. ... ... ~ ,. 
- 7~~ dg +;tt~ { 
-l~t~/114 ~ 
f( '!" ~I' - ("' .)I") "!;~ # d. 1 
- --
1/t (v~) f )_ 
,b o(_ 
0 
• m fJd') :! r~: 






Die Produkte mit den unterstrichenen Termen fal+~n wag~n cl~r Sy~ßtrie von 
J7t. (<(J.) heraus. 
"' 
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Umordnung und Zusammenfassung in der Entropieungleichung (10.49) ergibt 
schließlich 
(c<~) (g;J) vl 
.f 1/'{ + fH ('} 
. ., ..t 
(!!f) ~ 




Dies ist jetzt die Form der zweidimensionalen Entropieungleichung, die eine 
Auswertung des Dissipationspostulats entsprechend der Coleman-Noll Schluß-
weise gestattet. Da hiernach die Raten Ä (~:012.)) d..A"(.I:::: ~o<. etc. 
~ 
beliebig und unabhängig voneinander einstellbar sind und ihre Koeffizien-
ten - die Terme in den eckigen Klammern - unabhängig von den Raten sind, 








Sieht man die Stoffunktionen rf, 0 e~~. als frei vo~gebb~r 
an, dann würden diese Bedingungen Verknüpfungen fwischen den unabhängigen Zu~ 
standsvariablen C/..,-"'--l/ '"!?; ~ 1 1 und 1 l:>edeuten; dies steht; aber im Wid~r­
spruch zu der Vorstellung, daß die unabhängigen ~ustandsvarial:>len lokal beT 
liebig und unabhängig voneinander einstellbar sind. Es mtissen daher die Be-
dingungen (10.53) identisch erfüllt werden. Das bedeutet, die Stoffu~t;ionen 
i 
.! / 6 l":_(;f-. _____ _ 
c G c ~ etc. sind nicht mehr unabhängig voneinander 
ol(;}/.,11. I o 





t7<. t/ ?/ 
E= __ v_ (10.54) 
;TL 4 911 
-1 
..; 
~~ v ;)c~Jo E.== 
3-rz. ,t. ~Q. 
0 
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m (<~t,l.t) :::::: ({~ d ~ J + m (f<} ;.J ~ -g - .1-
1:) t>l'<. 8t2~ e~Q( .e- 7g 7/t 
V 
V' («(3) d~ V m{faJ rX 1ft .::r -3 Bt~~;s. - ~ is' ;f 0~ 
1/ 
V (J«) ?~ m(J/') ri 1!t := - }1L ;}du< r- l. ? ~'~ () (10.55) 
V 
V / .I ?ri; m(j~) 7l't, ( J"'!./ ~ -Sn Cl~ .b ~! '1 0 
V 
V (.((1) 
V JJ ?~ m - -.;~ !~ + m /-</!3 
0 ..(. 
Unter Beachtung von (10.54) und (10.55) reduziert sich schließlich (10.52) 
auf die g~~~~~~E~E~~~~gl~~~~~~g 
> () 
(10.56) 
V (~;JJ V (1((1) 
In (10.55) ist noch die Symmetrie der Stoffunktionen ~ 1 ~ · 
etc. zu beachten. Gl. (10.55)
1 
erfüllt diese Bedingung identisch, nicht aber 





folgt daher analog zu {9.105.) und (9.106) 
(10.57) 
-127-
V (I ') 
Die Symmetrie von ~ ~ ist damit übersetzt in eine konstitutive Restrik-
-r V V f..dt{3) V (ßol.) 
tion für die Stoffunktionen ~ und '/7'(_ .::: ffl . Geht man jetzt To 'l..l. - 2... 
analog wie auf S. 57 vor und spaltet ~;?J~in seinen symmetrischen und 
schiefsymmetrischen Teil auf und berücksichtigt (10.57), dann läßt sich 
(10.55) 2 auf eine Form bringen, die der Symmetriebedingung identisch 
genügt 
(10.58) 
Hin~ichtlich (10.55) 3 und (10.55) 4 ist noch anzu~rken, daß $owohl 'Nt.; (Jo<J ~{oO) 
~ (... (m ~0,-1,) wie auch ~·~- fa~ ~"t") durch di~ rechteil 
Seiten festgelegt sind. 
Mit den Ergebnissen (10.54) bis (10.58) ist die Auswertung der zwei~ 
dimensionalen Entropieungleichung für das 2. schalentheoretische Kon'1ept 
zunächst abgeschlossen. Es empfiehlt sich aber noch, wie in Kap. 9 diese 
konstitutiven Restriktionen für einen alternativen Satz kinematischer 
Variabler zu entwickeln. Anstelle des oben verwendeten minimalen kinema-
tischen Variablensatzes 
(10.59) 
sind in Kap. 9 u.a. auch die ~~~~~~~~~~~~~kinematischen Variablensätze 
und ( 10. 60) 
-
I 
als Zustandsgrößen verwendet werden, wobei (9.48) und (9.49) zu beachten 
sind. 
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Es sei daran erinnert, daß ~,A bzw. keine unabhängige Zu-
/ 
standsgröße ist. Im folgenden soll nur der Variablensatz dC weiter be-
trachtet werden. Die Stoffunktionen für die Massieusche Funktion ~ 




Die materielle Zeitableitung von ~ ergibt dann zunächst 
"' .R:I ::: '"V 
~ d~ d~ ~ d~ ~ :ßcrt 
.. 
E..l(f!. fOifJ - E«jJ + -1- oE-<.1. 'J ~d(J f) §ot;J "" .J 
..'\; 
::::! 
d~ ()~ .. ?r4 • ' f- . 
E,(J E..r~J f- ~JJ 'd E.KJ () fJcKJ 1 dE.JJ 







/!:; .;:;;' ;)r/j d~ d~ , 8 , 11 I! 1- ~ 
.,... .f 
~lf 8{! .J; ' 8{1 "' "' 
Bei der Auswertung der 2D-Entropieungleichung (10.46)
1 
unter Berücksichti-
~ung von (10.62) muß jetzt beachtet werden, daß nur der ~~~~~le kinemati-
sehe Variablensatz J.r und die thermischen Variablen 
~~~~~~~gig~ Zustandsänderungen beschreiben. Sämtliche kinematischen Raten 
etc. müssen also durch die Raten des Variablensatzes Ji. ~ 
dargestellt werden. 
X 
und gegebenenfalls einige weitere kinematische Zusatzgrößen 
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Differentiation von (9.48) und (9.49) 2 , wobei insbesondere . 1;;: /1/~ -- - .:.. ) 
~oi(J ::: .i ~ = ei ( ~" . d 1(1 +- d,~ ' ~ll 





s~~~~ ""'- o<,fJ .s~;s;r-~.L ~ 
;v 
;::t ~ 
d~ d~ ;{ ~~ 
II 






x Hier muß explizit berücksichtigt werden, daß O...rs symmetrißch :i,qt U'Qd paher 
nur drei unabhängig einstellbare Komponenten hat. 
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Die beiden Ausdrücke ~n den p,eschweiften Klammern verschwinden identisch, 
' so daß nur die Raten a,__ei(J, etc. des minimalen Variablensatzes Yf. auf der 
rechten Seite von (10.63) auftreten. 
Einsetzen von (10.63) und (10.51) in die 2D-Entropieungleichung (10.46) 1 
und Ordnen nach den Raten der unabhängigen kinematischen Variablen CL~fl etc. 
und der thermischen Variablen A etc. ergibt eine ähnliche mathematische 
t:) 
Struktur wie die der Ungleichung (10.52). Dies soll hier im einzelnen nicht 
aufgeführt werden. Die Auswertung entsprechend der Coleman-Noll-Schlußweise 
liefert dann die folgenden hinreichenden und notwendigen Bedingungen 
0 
~ 






...., ~ IV r. 
~~ ) "V m(c<ß) - Jl<., "(dr/(, ,L lJ (JI_g} o< /.3 
.t- d~«(l 
-1-
d~;1-< lJ' ?.f 0 
,:;:;; 
d r4 ) -~>I : ~~;. - ?/:) fit ( o((!) " ( () rP., -- J> - f 
4 - 0 Jl_ ot c9 ~P<(l () ~;1()( 0 ~ d ~ ~qt~ 
~ r~~J o( 
71 
R:Y 





i;(g~J ft-g m {Jri) 1 C>~() 
:::;;- -S - e;eq(J "'1 0 'X! .)..; 1 
~ 
~ 
JJ d~ = (.r.Y) ltt - - !J~ JeJz + )) /tt/! 0 
~ I 
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wobei die Abkürzung 
(10.66) 
eingeführt wurde. Mit diesen Resultaten vereinfacht sich (10.46)
1 
auf die 
reduzierte 2D-Entropieungleichung (10.56), wie sie schon oben abgeleitet 
wurde. 
Aus den oben genannten Gründen (vergl. S. 125) sind auch (10.64) und 
(10.65) identisch zu erfüllen, ebenso wie die Symmetriebedingungen für die 
,.V (r>ffJJ rJ1y. (ot(J) 
Ausdrücke ~ · 
1 1 




/Je («;J) - /fti/JK) .::o 
J 
0 
denn sie ist ~n cX. und ;3 symmetrisch. Die rechte Seite von (10.65) 2 ist 
aber nicht symmetrisch in tX.. und~ . Aus der Bedingung 
~(4~t.) :=;- 0 
ergibt sich deshalb 
Dies stellt jetzt eine konstitutive Restriktion für 






die Symmetriebedingung (10.67) wird jetzt durch die rechte Seite von (10.69) 
identisch erfüllt,und die Restriktion (10,65) 2 ist damit durch (10.69) zu 
e~setzen. Man beachte, daß jetzt die konstitutiven Einschränkungen (10.65) 1, 
(10.65) 3_5 und (10.69) keine Ableitung nach der schiefsymmetrischen kine-
matischen Variable ~~ enthalten; diese tritt nur noch in der Nebenbe-
dingung (10.68) auf. 
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Abschließend sei noch auf einen wichtigen Spezialfall hingewiesen. Die 
Forderung der Forminvarianz der zweidimensionalen Stoffunktionen gegenüber 
Beobachtertransformationen führte dazu, daß als kinematische Zustandsvariable 
nur der minimale Variablensatz X und seine Äquivalente, aber auch der nicht-
minimale Variablensatz Qt bzw. sein Äquivalent tX:- 1 zugelassen sind. Fordert 
man darüber hinaus aber auch die Forminvarianz der entsprechenden drei-
dimensionalen Stoffunktionen, beispielsweise die der Massieusche Funktion, 
wie dies flir das dreidimensionale Ersatzproblem ja der Fall zu sein hat, 
dann wird der Verformungsabhängigkeit der dreidimensionalen Stoffunktionen 
allein durch Komponenten des Lagrangeschen Verzerrungstensors ,e/(L darge-
stellt, z.B. 
Das hat dann aber zur Folge, daß die zugehörigen zweidimensionalen Stoffunk-
tionen nicht mehr von dem schiefsymmetrischen Flächentensor ~,.0 abhängen 
I 
dürfen, d.h., anstelle des kinematischen Variablensatzes öt tritt der Satz 
Beispielsweise gilt dann 
w 
~ - efo ( Jt. 11 ~I 1 1 ') ) 
w 
(~11/j,j,~) .E = E. 
~ ~ 
;v( "'fl).,. !t I~(J) (Je II A A 11.) 
~ -H1 )eJI .. Il. 
etc. 
mit den konstitutiven Einschränkungen 
w 
J~ w r;;q; - E -
~I?. 441,. {)~ 
I 
(I 0. 70) 
~ ::: 01, L ( 10.71) 
4 ;- 014,l, J, y 
~ - t14, l, 
(10.72) 
.~{o(A) 




lJW(~O(.) ,1 [J 
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(10.68) vereinfacht sich zu 
s(S!3) a< 0 z9 
aus der aber nicht das identische Verschwinden von 
folgt. 
(10.72) 
( 10. 7 3) 
notwendig 
Mit diesen Ergebnissen ist die Auswertung der 2D-Entropieungleichung 
und der Entropie-Forderung zunächst abgeschlossen. Eine Diskussion schließt 
sich im folgenden Kapitel an. 
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10.5 Konsequenzen der konstitutiven Restriktionen beim 
2. schalentheoretischen Konzept 
Aus (10,54) ist zunächst ersichtlich, daß bei Vorgabe der zweidimen-
sionalen Massieus ehen Funktion ~ alle energetischen Stoff-
funktionen ~ I § I ("innere Energien") festgelegt sind, Sieht 
man dagegen l z: und e. als wählbar an, dann zeigen die Bedin-
I? I "." L 
gungen (I 0. 54)' die dann ein lineares partielles Differentialgleichungs-
system für ~ darstellen, daß die Funktionen E (~:: o,-1, z} '*" 
den !n!e~r~bilit~t~b~din~u~g~n-
d~ t~ d~ 
~ .-# 0 -- -
811 !'!<. 0>11 
'1 0 
ß~ dE ~~ ';)g _., Jl., 0 -
g-1< ();1 ~~ C)ll (10.74) 4 .V 4 
:~ ;}c --~-
}f 
tJ () -q J;t 911 
Ll<; () .!.-
genügen müssen. Die Stoffunktionen 
zwangsläufig miteinander kompatibel sein; damit stellen die Integrabili-
tätsbedingungen (10. 74) ~~f~e~i~g~~e~ für die E (~.:0/~z) -1-14 
dar, wenn die ad hoc vorgegeben oder approximativ bestimmt werden. 
Die konstitutiven Restriktionen (10.55), (10.57) und (10.58) für 
die zusammenfassenden Größen 7rcfxiJ/ etc. haben einen analogen 
0 
Aufbau wie die entsprechenden Restriktionen (9. I 0'3), (9. I 06) und 
(9. 107) für die Momente ft P(~· A Hofi<S etc., bzw. für die Größen /I 
(J 0 ) p 
1\ u ()(~ .", ~' etc, 
Die Restriktionen (10.55) 1, (10.55) 3_5 und (10.58) müssen noch explizit 
in den Momenten fl{ci(J) )1f"/') etc. dargestellt werden. Diese etwas 
() I _" 
langwierige algebraische Umformung braucht hier nicht im einzelnen 
nachvollzogen zu werden. Als Ergebnis erhält man: 
-- 135-
,2, 




;:; (.Je~.)= t~ d~ ;; (j.:) - gl~) ~ ~ 
~J~ 
-
1 /\ I. ~;!. J 11 ~ 0 () 
!!(.Pot) 4 - ;; IJrL) J - ;;(Je<) ;j. 
- 'f /1~i' ~ ;.:'\ J A 
() (} () 
V 
,/ i7C! d(6 it(Kj.l) ;; (t~,A) '.1 HJJ - ,__ /J ~ JJ- -r k /p(~ + J T 1'0';t () . C) 
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Das Ergebnis (10.75) zeigt, daß die Stoffu~ktion~n fUr den symme~ri~. 











durch die 2D-Massie·us ehe Funktion rf.. 'f/; 
die Funktionen rechts der (-----)~Linie~ 
Wegen (10.38) verschwinden die folgenden 
)( 
0 
<<>t.t.>> = () I 
H 
0 





und die höhe~en ~w~nte, d.s. 





alle anderen schiefsymmetrischen Anteile der höhere~ Momente sind 
dagegen unbestimmt, aber nach dem oben Gesagten (S. 115) fü~ d~e 
Theorie auch nicht von Bedeutung. 
Wesentlich ist, daß die 2D-Entropieungleichung keine Einschr~n~ung 
für die Stoffunktionen der symmetrischen Anteile der höheren Momen~e 
li~fertx. Dies ist ein Ergebnis, das nach der Diskussion der quasi-
x Allerdings besteht zwischen den höheren Momenten und der Massieuschen 
Funktion die identisch zu erfüllende Bedingung (10.57). 
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isothermen Theorie (Kap. 9.3.2) auch nicht unerwartet ist. Im quasi-
isothermen Fall war nur das höhere Moment 2. Ordnung erhalten worden, 




hatte. Es konnte aber gezeigt werden, daß die Stoffunktionen ;·r 
1.-
beliebig gewählt werden dürfen ( if -Theorem), da sie sich aus den 
Bilanzgleichungen eliminieren lassen. Es stellt sich deshalb hier jetzt 
die Frage, ob eine analoge Situation bei dem komplexeren Fall mit Tempera-
turänderungen über die Schalendicke besteht. Mit anderen Worten: 
Sind die Stoffunktionen für die symmetrischen Anteil der 
höheren Momentex der Spannungen beliebig vorgebbar, so daß 
die Lösungen 7'- , d und I\ (m= 0, I , 2) unabhängig von 
')1.1.. 
ihrer Wahl sind? 
Wenn dies der Fall ist, dann müssen - unter Beachtung der konstitutiven 
Restriktionen (10. 75) und (I0.57) - ~l!e_höheren Momente der Spannungen 
aus ~lle~ Bilanzgleichungen herausfallen. Es genügt daher, dies für 
eine der Bilanzgleichungen genauer zu analysieren. 
Betrachtet wird die Bewegungsgleichung I. Art . 
,.. . " .-. 
!te ".,._ r J~ il f~.b -Jv " tJ 
( 11o(ll N 
o(g ...... 
f- )f.Jij) 0 
- 0 ?!P<. f d(t>l. -1 o :T 
Mit der Zerlegung 
und wegen der Symmetrie 
)1 {t>~. 'ii) 
() I 
I 
x D.s. die Größen rechts der strichpunktierten Linie ~m Schema (10.76) 
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wird aus dem Divergenzterm 
Vür die Klammerterme wird mit (10.75) und auch (10.57) nach länger~r 
Rechnung . 
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;( _.., __ 
(~)~ 
lA (str) . 








Es ist offensichtlich, daß die höheren Momente für den Fall ungleich-
förmiger Temperatur über die Schalendicke ( Jl D 1 ~ .:f 0 ) 
sich nicht identisch herausheben. Man bestätigt dies auch für die 
anderen Bilanzgleichungen. Damit besteht folgender beachtenswerter 
Unterschied zur quasi-isothermen Theorie: 
Ein Theorem analog dem ~ -Theorem der quasi-isothermen Theorie, 
besteht nicht bei ungleichförmiger Temperaturverteilung über 
der Schalendicke. D.h. für eine Berechnung des Verformungs-
und Temperaturfeldes in der Schale ist eine explizite Angabe 
der Stoffunktionen für den'syrrnnetrischen Anteil der höheren 
Momente erforderlich und die Lösungen .;rt- 1 Cl 1 ~ ( ~ ... ," o, -1', 2) 
sind u.a. von diesen Stoffunktionen abhängig. 
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Diese Situation scheint e~ne neue Willkürlichkeit in das 2. schalentheo-
retische Konzept hineinzubringen, die nahelegt, nach weiteren Kriterien 
zu suchen, um diese Willkür aufzuheben. Man könnte dabei an Einfachheits-
oder Bequemlichkeitskriterien denken. Naheliegend ist beispielsweise 
!:t ot/.> die Annahme, alle höheren Momente (bis auf z zu Null zu setzen. 
Diese Annahme ist verträglich mit den konstitutiven Restriktionen 
(I0.55) bis (10.58) und wird durch die Tatsache nahegelegt, daß die 
1~ Kß 
höheren Momente (ausgenommen 2 ) in den Bewegungsgleichungen 
nicht auftreten und daher nur in den Differentialgleichungen (10.35) 
für:- die thermischen Zustandsgrößen von Einfluß sind, 
Diese A~nahme läßt sich u.U. auch quantitativ rechtfertigen, wenn alle 
zweidimensionalen Stoffgleichungen bekannt wären. 
Nun kann allerdings eine derartige~aa hoc-Wahl vermieden werden 
indem man sich daran erinnert, daß die zweidimensionalen Schalengteiqhungen 
ja einem ~;:_ej'!i~e.Es.i(~.n~l~,~ §_~~~t~p_Eo_El~II!_ zugeordnet sein sollen. 
Das aktuelle dreidimensionale Problem ohne gedachte Zusatzein-
wirkungen und damit ~h~e_Einschränkungep für die Verteilungen der Ver-
schiebungen und der Temperaturinversen ist durch die üblichen lokal~n 
Bilanzgleichungen aber voraussetzungsgewäß durch eine integrale Entro-----I""""T' 
pieungleichung charakterisiert. Es war nun gezeigt worden {Anhang 6 
und L 91~/), daß die Restriktionen für die Spannungs-Verzerrungsbe-
ziehungen, die aus der integralen Entropieungleichung folgen, ~i~s!l~e~ 
sindx, wie bei Annahme der Gültigkeit einer lo~a!e~ Entropieungleichung 
(A6. I I). Bei dieser Beweisführung war aber explizit davon ausgegangen. 
worden, daß die ~e~t~ilung des Geschwindigkeitsfeldes und der Raten 
der Temperaturinversen ~eli~big_ein~t~llb~r_sind. Dies ist begründet 
in der freien Manipulierbarkeit der Volumenkräfte, Wärmequellen und 
Randbedingungen. 
x Für die reinen Wärmeleitungsaspekte trifft dies nicht zu. 
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in der freien Manipulierbarkeit der Volumenkräfte, Wärmequellen und 
Randbedingungen. 
Es ist damit offensichtlich, daß diese letzte Aussage bezüglich 
der Spannungs-Verzerrungsbeziehungen ~i~h~ auf das dreidimensionale 
Exsatzproblem übertragbar ist, denn dort sind die Verteilungen der 
Verschiebungen und der Temperaturinversen nicht beliebig; die Gesamtheit 
der Volumenkräfte, Wärmequellen und mechanischen und thermischen Rand-
belastungen bestehend aus aktuellen und zusätzlich gedachten Einwirkungen 
ist eben nicht frei manipulierbar, sondern eingeschränkt derart, daß 
sich die angenommenen Verteilungen auch einstellen. Beim dreidimensionalen 
Ersatzproblem, für das eine integrale Entropieungleichung und nichtkon-
stitutive innere Zwangsbedingungen bestehen, führt die Coleman-Noll-
Schlußweise also nicht zwingend auf die klassischen Spannungs-Verzerrungs-
beziehungen (A6. II). Die konstitutiven Restriktionen in Kap. 10.4., 
die aufgrund der "Offenheit" der höheren Momente für die Spannungen e1.n 
großes Spektrum von zweidimensionalen Stoffunktionen prinzipiell zulassen, 
demonstrieren das. 
Um diese Willkürlichkeit der höheren Momente zu beseitigen, sind 
~~i~~E~-~i~~sgE§E~~E~E-E2~~~E2i~ Die folgende Argumentation liefert 
hier den Ansatzpunkt. Das ursprüngliche, aktuelle, dreidimensionale 
Problem ist durch bestimmte Rahmenvorgaben für das thermoelastische 
Materialverhalten charakterisiert. Die Stoffunktionen unterliegen dabei 
der Forderung der Beobachterinvarianz; sie sind weiter durch eine inte-
grale Entropieungleichung eingeschränkt und die äußeren aktuellen Ein-
wirkungen sind keinerlei Bedingungen unterworfen, so daß beliebige 
thermomechanische Prozesse möglich sind. Das dreidimensionale Ersatz-
problem unterscheidet sich ~o~a~s~e!z~n~s~e~ä! vom ursprünglichen Problem 
nur durch gewisse Einschränkungen bezüglich der äußeren Einwirkungen, 
nicht aber in der integralen Entropieungleichung oder in den Invarianz-
eigenschaften der Stoffunktionen für die dreidimensionalen Feldgrößen. 
Fordert men jetzt über die Voraussetzungen des 3D-Ersatzproblems hinaus, 
daß die integrale Entropieungleichung nicht nur für die eingeschränkten 
äußeren Einwirkungen, sondern auch für alle nur denkbaren Einwirkungen 
und damit für alle thermomechanischen Prozesse erfüllt wird, dann erhält 
man natürlich gerade die konstitutiven Einschränkungen des ursprünglichen 




Hier ist die Massieusche Funktion cjJ als lokale Größe des dreidimen-
sionalen Problems nur abhängig von den Lagrangeschen Verzerrungen Ek, 
und der Temperaturinversen A·, d. h. 
Mit der freien Energie (Helmholtzfunktion) ~ is~ 
(IC,L7ß) 
w w 
Ma1;1 beachte, daß r:j; und lf lfunktionen:x; aUe)l' E;,e~n_Lagrafl.geschen 




(. ) wird der Einfachheit wegen im folgenden fortgelassen. 
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Integration über die Schalendicke liefert 
s+ 
!lf 
Nach (9.47) ist 
+ 
I 
( 10. 79) 
quadratisch ~n der Dickenkoordinate f) und symmetrisch ~n o( und ß • 
Dann gilt 
L ::;~4L 
) I I 




~?t- h. :=- -.s-rß 3>e Y' (eJ de 
(10.80) 
( 10.81) 
Mit (10. 78) ist ~ als Funktion des kinematischen Variablensatzes 
Jlq (I0.70~undderthermischenVariablen ~ (~=q~J) aufzu-
fassen: 
= 
Man beachte, daß dabei von der Symmetrie 
G~brauch gemacht wird. Differentiation vo~ 1~ nach den kinemati~c~en 
Variablen ~~~ und Berücksichtigung von (10.79) liefert qann 
sr-
- / lfs~ 9~; 
-s 
läßt sich daher (10.79) darstellen als 
Ganz entsprechend wird 
sr 
M t.Jc~..) = 
At 
-s 
Ferner ist mit (9.47) 
eLne lineare Funktion in tt , so daß 
I 
) 








( 10. ßS) 
c 10. 86) 
(10.87) 
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so daß dann 
Schließlich ist noch 
.s+ 
j (f fn rel dt;; -
Mit (9.47) ist aber 
E~:l = f.l:l 





1 ,/G d~ : (j ~ 9€. -..s- J.] 
.sf-
;Jtf 




- 9 E.. J.J I ~ tf) 
-s 
e ' .und daher wird 
(e)~dB . 
-A= C1A,L.' 
Die Ergebnisse (10.84), (10.88) und (10.91) sind im folgenden im 
einzelnen dargestellt, um die möglichen alternativen Formulierungen 
noch herauszuheben. Aus (10.84) wird im Detail: 
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(10.88)1 !1l i ~E.~~J - CJE..4(J 1 
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;; ~ .1.1 J. l 
I I 
(10.84) und (10.88) entnimmt man jetzt, daß alle drei Momente 
ie~ ir~i~n_E~e~gie_e~f~rie~lic~ ~i~dL ~all~ ~o~e~t~ ie~ ~p~n~u~g~n­
konstitutiv festzulegen. Bemerkenswert ist, daß insbesondere die höheren 
~o:e:t~ Cm~t-A:s:a~: ~on t):/(4(/.l) ) nicht durch den Mittelwert von f 
d.i. ~ , als Potential darstellbar sind. Eine komplexere Abhängigkeit 
H l..t,4) I der höheren Momente (ohne ~ ) läßt sich aber aus (10.84) ablesen. 
Bildet man beispielsweise die Ableitungen von H(«f.J) nach CK/3) 
J () 
dann findet man mit (10.84)~ u, 4 
fJ tlfo<;J.) I tt(et:(!>) J !}f tt~) 
f :::: -1-
;) 'l-rf ;; ~ ~r ~ 'fJ0. 
' 
) 
die rechte Seite läßt sich allein durch ~ darstellen, so daß man 
hieraus über eine Integration 1f1~) durch ~ - und noch freie 
Funktionen - ermitteln könnte. Dieser Gesichtspunkt soll hier aber 
nicht weiter verfolgt werden. 
Der Zusammenhang zwischen ~ und den Momenten ~ ergibt sich 
einfach aus (10.78) zu 
-149~ 
..S'~--
?10 cf. ~ / (fg"' rf d e -
-s-
und mit (10. I) wird daraus 
.::::-
(10.92) 
wobei die ~ (k=0,1,2) nach (10.82) natürlich auch noch Funktionen 
der ~ sind. 
Die Integration von (10.77) 2 und (10.77) 3 über die Schalendicke 
liefert nun keine weiteren wesentlichen Ergebnisse, die nicht schon vorher 
auf direktem Wege gewonnen worden wären (vergl. (10.64) und die Rest-
entropieungleichung ( 1 0 . 5 6 ) ) . Di e Integration von (lo. 77) 2 ergibt 
formal zunächst 
S'f-sf-





·~ 7l. €. ~ j !f$ .. ~&cle ..::;;::: -//fs?< ~ede-ß;1 ..., 
.,.s- -s 
St-
~1<. f ~ j/fs?'L E (B/de 
-s-
Führt man Momente der Massieuschen Funktion e~n 
Sf-
4 
~ll. j IJ fltt Sn = ~ (e) de ) A= tq4,1... J ~ 
~.s 
wobei ~~ dieselben Argumentenliste wie 1{. (I 0. 82) hat, dann wird 





d~ I Ii dr/J c?~ { (&) dG Sn._ 
9{! 
:::; ß f?G /)/1 ?11 ~ 
-s #. 
st-j d/J ~ ""' (f 5'1< 911 (&) d& 
-s-
) 
Im einzelnen hat man also die folgenden Alternativdarstellungen 
s~ E .::::: g!G 
d~ - 911 () 0 
() 
~-n - 5' 
d~ _g dt4 z :::: 01[ ::::. Bit -1 ol'L 1/2, 
4 () 
:ir/Ja ?rt?, Jfe 
3~ [ -~ -!5 -- .::: ! 12. CJ;\ .:::; :;;; 01!1. :! .2.- c!l?l. 8{! '?;e _, 0 
etc.; die höheren Momente der Massieuschen Funktion sind hier aber 
nicht von Interesse, so daß hiernach der Mittelwert ~~ 
(10.95) 
(I 0. 9 3)1 
genügt1 um die Momente L 1 i. und ! der inneren Energie festzulegen. ~ ", &-
Dieses Ergebnis war schon oben direkt abgeleitet worden (10.54). 
Weiter bestätigt man nach formaler Integration von (10.77) 3 , 
daß dieses Integrationsergebnis nichts anderes darstell~>als die Rest-
entropieungleichung (10.56). Dieset Nachweis sei dem Leser überlassen. 
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Es ble~bt noch zu zeigen, daß die Ergebnisse (10.84)1 und (10.88)1 
mit den in Kap. 10.5 gewonnenen Restriktio!fen ( 10. 72) und (10', 73) ke>mpa." 
tibel sind. Dies ist folgendermaßen leicht einzusehen, Die Stotf~ 
gleichungen (10.~4)\ (10.88) 1 und (10.91) 1 beruhen auf d~r Gültigkeit 
der dreidimensionalen, lokalen Spannungs-Ver~errungsbeziehung (10.77) 1, 
die hier ein~ Konsequenz der integralen Entropieungleichung sind, 
wobei innere Zwangsbedingungen nicht voraus~esetzt wurden bzw. belie, 
bige thermomechanische Prozesse unterstellt wurden. 
Die Restriktionen (10.72) und (10. 73) ergaben sich ebenfalls 
aus der integralen Entropieungleichungx, aber unter Einschränkungen 
hinsichtlich .··der Beliebigkeit der thermomechanischen Prozesse, Daher 







Restriktionen (10.72) und (10.73) ableitbar sein; die Umkehrung gilt 
aber natürlich nicht. 
Diese Aussage läßt sich auch durch direktes Einsetzen nachweisen. 
Aus der Definitionsgleichung 
w 
J) ( I('(J ) I :::: 
11 
0 
(10.66) wird mit 
w 








;) Cf: )J 
'/E/3(11. 
.z. 
x U.z. die über die Schalendicke integrierte Form 
(10.96) 
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Mit (I0.84)I erkennt man aber, daß identisch verschwindet: 
0 . 
) 




und dies liefert mit (10.92) nach Umordnung 
A r )1 (t<j!,) ;)~- df; )j 1 ( 0 -f 
'o' L ·o ;~ :i . tY{K,tJ ~~~/ 
-r j [ !J (.t(l) " ( dlf.; t d~ )] - J'~ .z. Bf-dfl dE,Pt -1' (;) 
+ Jt [ HM;J) 1 ( d/fz d~ )1 - ~ - f- [) -;;a-<: - 0 .L ~ .2, tJ Co(A -<., L 
0 
Man bestätigt sofort, daß (I0.84)I diese Restriktion erfüllt. Die 
Nachweise, daß die übrigen Bedingungen in (10. 72) durch (10.84)I, 
I I 





10.6 Konsequenzen der Entropieungleichung und der entropischen ailanz-
gleichungen beim I. schalentheoretischen Konzept 
10.6. I Alternative Strategien 
Zunächst sollen ~ie wesentlichen VoraussetzungenunQ Ergebnisse deß 1. scha-
lentheoretischen Konzeptes (Teil I) in Erinnerung; gerufen werden. Hie beim 
2. schalentheoretischen Konzept war der Ausgangspunkt die integrale Energie-
bilanzgleichung des Ersatzproblems und die Energie-Forderung hinsichtl~ch 
der gedachten Zusatzeinwirkungen sowie deren Forminvarianz gegenüber Beqbach-
tertransformationenx. Ergänzt wurde dies durch die Zusatzforderung, daß 
der auf die Referenzfläche bezogene Drehimpuls der gedachten zusätzlichen 
Einwirkungen in einem finiten Linienelement verschwindet (d.h. ~~ =Ö ). 
Diese Bedingungen führten auf folgende Gleichungen (Kap. E): 
- - ... :! 
9n..b +- ;;'1 -s I ~~ d 
1 "' -1 l 
-1- ( ljc<ß 7;~ .f H~.~-~ c0q/. + 
- ( ( (}.
13 
1 t !$) i5!3>. Q~ P"" + "1 oll~ 






( 10. 100) 
(10.101) 
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-r L « 7i~ ·d-J 
+; ~~ -= ~/). f f [/ ~ 1 ,JV j )1-+ ([/rt''JV t)-j 0 
) 
wobei 
L/ : = - ( 1/.!;l-lj I;;. i- 1( 1!"1_ f! j(t/!'t -'Jt /J 
oder 
(114~ {; .;J 7- ( lj ~z_ ~J (~~ 4 1- 7l ) 
+ ( 1! 4~ 1tJJ( ~1 "c~, .l- ~~ ~ ?/? L) 0 
( 10. 102) 
(10.103) 
(I 0. I 04) 
Die Unterschiede zu den entsprechenden Gleichungen des 2. schalentheoretischen 
Konzepts sollen hier nicht im einzelnen wiederholt werden (vergl. Kap. 8.4, 
Teil 1), aber drei Aspekte sollen herausgehoben werden: 
Das I. schalentheoretische Konzept führt nicht auf eine Symmetriebedingung 
für die Momente /;!;(/'!) (.-u:=tß4;2-) ; an deren Stelle tritt die Orthogo-
nalitätsbedingung; sie ist wie die Symmetriebedingung als eine konstitutive 
Restriktion aufzufassen; 
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l,n den Glei<;hungen ist noch e1ne skal<;1re Größe 4'Z enthalten, für die 
eine Interpretation durch dreidimensio~ale Variabl~ bisher fehlt, für 
die aber eine zweidimensionale Stoffgleichung vorausgesetzt wird; 
bei dem I. schalentheoretischen Konzept ist bisher explizit an keiner 
Stelle auf die lokalen Bilanzgleichungen des dreidimensionalen Ersatzprob-
lems zurückgegriffen worden, und zwar insb~sondere nicht auf den drei-
dimensionalen lokalen Impuls- und Drehimpulssatz.x Die Zuordnung der 
beiden schalentheoretischen Konzepte zu entsprechenden dreidimensionalen 
Ersatzproblemen, die durch lokale Bilanzgleichung zu charakterisieren 
sind, gestattet aber natürlich einen solchen Rückgriff. 
Der letzte Gesichtspunkt ist von einiger vJichtigkeit für die weitere Strate-
gle bei der Auswertung der Entropieungleichung (10. 15) und der entropischen 
Bilanzgleichungen (10.17) für die thermischen Zusatzeinwirkungen. Wie in 
Kap. 10.3 erläutert, ist es für diese Auswertung erforderlich, auf die drei-
dimensionale lokale Energiebilanzgleichung des Ersatzproblems zurückzugreifen. 
Zwei Formen dieser Energiebilanzgleichung bestehen hier: 
(a) die nicht-reduzierte dreidimensionale Energiebilanzgleichung 
((7.7), Teil I) und 
(ß) die reduzierte dreidimensionale Energiebilanzgleichung (vergl. (10. 19)), 
wie sie in Kap. 10.4 beim 2. schalentheoretischen Konzept verwendet 
wurde. 
Die reduzierte Form der lokalen Energiebilanzgleichung erhält man aus der 
n~chtreduzierten durch die Forderung na~h d~r Be9oachterinvar~anz bzw. durch 
Elimination der Leistung.der ~~~~E~~ Kräfte und Momente mittels des lokalen 
dreidiwensiona.len Impuls- und Drehimpulssatzes. Die Anwen<;l,ung der reduziertE;l.n 
Energiebilanzgleichung (ß) implizie~t also die Erfüllung des l~kalen ~mpulq­
und Drehimpulssatzes des Ersatzproblems und gleichbedeutend die Invarianz 
der nichtreduzierten Energiebilanzgleichung (a). Die reduzierte Form ergibt 
sich damit zwingend bei konsequenter Interpretation der Schalengleichungen 
durch das dreidimensionale Ersatzproblem. 
Die ~!~~~-~~!~~~gi~· die hier diskutiert werden wird, geht aus von der 
reduzierten dreidimensionalen, lokalen Energiebilanzgleichung des Ersatz-
problems. Wie in Kap. 10.4 führt ±hre Anwendung auf die entropischen Bilanz-
X 
Es ist allerdings von der Existenz des Spannungstensors Gebrauch gemacht 
worden; das Cauchysche Fundamentaltheorem, das die Existenz sicherstellt, 
gebraucht die Gültigkeit des integralen Impulssatzes für einen Tetraeder. 
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gleichungen (10.35) und die Entropieungleichung (10.41), in denen nur die 
symmetrischen Anteile der Momente enthalten sind. Diese Bedingungen sind 
gemeinsam mit den Bewegungsgleichungen (10. 100) und (10.101), der 2D-Ener-
giebilanzgleichung (10. 102) und der Orthogonalitätsbedingung (10. 104) zu 
analysieren. Auch hier ist eine skalare Feldgleichung mehr vorhanden als 
gefordert, so daß sich die Frage stellt, inwieweit die 2D-Energiebilanz-
gleichung (10. 102) mit der ersten entropischen Bilanzgleichung (I0.35)I 1 
verträglich ist. Da bei dieser ersten Strategie die Erfüllung des lokalen 
dreidimensionalen Impuls- und Drehimpulssatzes wie beim 2. schalentheore-
tischen Konzept implizit vorausgesetzt wird, ist zu erwarten, daß man ohne 
neuartige Hypothesen zu denselben Bilanzgleichungen und konstitutiven 
Restriktionen kommt, wie beim 2. schalentheoretischen Konzept in Kap. 10.4. 
Bei der ~~~i~~~-~~E~~~gi~ soll von der nichtreduzierten dreidimensio-
nalen Energiebilanzgleichung (7. 7) des Ersatzproblems ausgegangen werden. 
Diese zweite Strategie nimmt Rücksicht auf die Tatsache, daß bei der Ab-
leitung der Bewegungsgleichungen und der 2D-Energiebilanzgleichung des 
1. schalentheoretischen Konzepts (Kap. 8.2, Teil I) nicht auf den lokalen 
Impuls- und Drehimpulssatz oder auf die Invarianz der lokalen nichtredu-
zierten Energiebilanzgleichung des Ersatzproblems zurückgegriffen werden 
mußte. In dieser Hinsicht ist die zweite Strategie also konsequenter als 
die erste, andererseits wird bei diesem Vorgehen aber ignoriert, daß dem 
3D-Ersatzproblem ein kompletter Satz lokaler Bilanzgleichungen, wie er nach 
dem bisherigen Verständnis ein dreidimensionales Ersatzproblem ja definiert, 
zugeordnet ist. Inwieweit diese Strategie zu einem vollständigen System 
von Schalengleichungen führt und inwieweit diese den Schalengleichungen 
der ersten Strategie äquivalent sind, ist zu diskutieren. 
10.6.2 Auswertung der Entropieungleichung und derentropischen Bilanzglei-
chungen mit der reduzierten lokalen Energiebilanzgleichung des 
Ersatzproblems (erste Strategie) 
Nach den Ausführungen in Kap. 10.6. I ist das I. schalentheoretische Konzept 
bei der ersten Strategie durch zwei Sätze von Bedingungen gekennzeichnet: 
Der erste Satz umfaßt 
die Bewegungsgleichungen ( 10. 100) und ( 10. 10 I), 
die 2D-Energiebilanzgleichung (10. 102) 
die Orthogonalitätsbedingung (10.104) als konstitutive Restriktion, 
in den~n die auftretenden Momente g~~~!~TI~~~~~~g~~~~~!!!25~ sin4, und 
der zweite Satz beinhaltet 
die drei entropischen Bilanzgleichungen (10.35) und 
die 2P-Entropieungleichung (10.46). 
In diesem zweiten Satz treten natür~ich auch wieder die höheren Momente auf; 
insbesondere aber gehen hier g~E-~~~-~z~~~Ei~Eh~~-~~~~~le der Momente ein. 
Diese Bedingungen sind durch die generellen zweidim~nsionalen, thermo-
elastischen Stoffgleichungen zu ergänzen, u.z. 
l 
~ )) ln :: 0, 1. .. ') '1-
/ '/ 
V 
frlo<. Q II( - /L1 Ja<( q ) J = 
11 M 11 
II 
it1 <>< J :::: 11o{J ( II ) 
11 "11 
V 
a ....... Q( ,, ) 
V 11 JJ - H"J ( II) I 
41 '}1 ( 10' 105) 
(J7 ..... 
V 
tl ( ü ) 
V 
( •t rE "" c.. ) "h ~ J 
;:c< t! 
.= {-o((j/~)1 A !\ A ) 11--r~1z 
'h I o;/3 J 1Jß; L/iJ. I J 
..; 
.fv -.7 - tJ( II ) ) ~~~1 
4-l.. ~ 
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man beachte die Unterschiede zu (10.39). 
Für die neun gesuchten Lösungsfunktionen, u.z. jeweils drei Komponenten 
von ;:. und J sowie j, f ~.:.: t:J/.41 Z) , stehen insgesamt zehn skalare Diffe-
rentialgleichungen zur Verfügung; dies sind die Bewegungsgleichungen, die 
2D-Energiebilanzgleichung und die drei entropischen Bilanzgleichungen; 
die Orthogonalitätsbedingung und die 2D-Entropieungleichung sind von den 
2D-Stoffgleichungen (10.105) identisch zu erfüllen. 
Es stellt sich hierwie schon beim 2. schalentheoretischen Konzept die 
Frage, ob eine der Bilanzgleichungen, und zwar die reduzierte 2D-Energie-
bilanzgleichung oder die I. entrepisehe Bilanzgleichung, redundant sind. 
Für den Fall einer nichtdeformierbaren Schale sind beide Bilanzgleichungen 
tatsächlich identisch. Es ist klar, daß diese beiden Bilanzgleichungen mit-
einander verträglich sein müssen, wenn die thermoelastische Schalentheorie 
konsistent sein soll. Daher soll zunächst geprüft werden, ob durch eine 
einfache Umformung und Berücksichtigung der Orthogonalitätsbedingung die 
beiden Gleichungen ineinander überführt werden können. 
Die Unterschiede in den beiden Bilanzgleichungen beziehen sich aus-
schließlich auf die Leistungsbeiträge der Beanspruchungsgrößen bzw. der Momente 
der Spannungen. Diese Leistungsbeiträge in der reduzierten 2D-Energiebilanz-
gleichung (10.102) läßt sich mit (10.24) und (10.36) folgendermaßen umformen: 
~ 
o( ..!.. 
+ O(ol·;i) -f L (~.t. tL) -
( H(r-I(J) 1- lj <olfJ>) r 1 ~(.I 0 !I<. 
+ ( Hrtt~J 
1 -1-
h<:P<~j ~- _: 
/1 d;:c -~/:1 r ~« ,i;a) ~ ~~, ( 10. 106) 
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. . . 
( 
JA (J /J) AA < Jll i" ) ( ..! - ; ) 
-1- ~"'/ -1- ~-1 ·r / ";/J ·d f- d' ~fl 
f ( tt (J(3) + f! < t'J>) ( d;/1. . d.!. .; d-, d~f1) 
f Q (d~i) 
( 10. 106) 
Diese Umformung zeigt, daß die ersten Terme auf der rechten Seite wohl mit 
_Leistungstermen der Momente in der I. entropischen Bilanzgleichung (10.35)1 1 




läßt sich aber nicht zelgen, daß in (10.106) der{ •• } -Ausdruck mit 
MS~ ~ 
~~ ~..U identisch ist; wenn man allerdings y~E,~~~~'=.~~_!:, daß 
auch die schiefsymmetrischen Anteile der Hornente verschwinden, dann ist dies 
der Fall. Es ist damit deutlich, daß die beiden Bilanzgleichungen sich nicht 
ohne weitere Forderungen ineinander überführen lassen. 
Da die beiden diskutierten Bilanzgleichungen auf physikalisch vernünf-
tigen Vorstellungen beruhen und sie im Grenzfall auch identisch werden, 
gibt es keinen Grund, die eine Gleichung der anderen vorzuziehen. Vielmehr 
wird jetzt Y~E~~~&!· daß beide Bilanzgleichungen miteinander verträglich sein 
müssen, und zwar in allen Beobachtersystemen und für alle thermomechanischen 
Prozesse. Aus dieser Forderung werden sich zusätzliche Aussagen ableiten 
lassen, von deren Charakter man erwarten kann, daß es sich um weitere konsti-
tutive Restriktionen handelt, also Bedingungen, die identisch durch die 
Stoffunktionen zu erfüllen sind. Jedes andere Ergebnis würde neue Probleme 
aufwerfen. Da die Unterschiede in den beiden zur Diskussion stehenden Bilanz-
gleichungen sich nur auf die Leistungsbeiträge der Momente der Spannungen 
beziehen, muß auch nur die Verträglichkeit dieser beiden Terme analysiert 
werden. 
Die Leistungen der Momente der Spannungen ln den beiden Bilanzgleichungen 
werden zunächst auf eine Form gebracht, in der als kinematische Größen nur 
die Raten des minimalen kinematischen Variablensatzes 
I 
auftreten. Dieser Leistungsterm - die Elementarleistung (Anhang 6) - in der 
2D-Energiebilanzgleichung (10. 102) des 1. schalentheoretischen Konzepts ist 
h 
. :l{ 
sc on ln Kap. 9.1 bzw. Anhang ( 6) entsprechend umgeformt vrorden. Mit (AS.I) 
und (A5.3) hat man~~ 
«!.1 , ~ ) ""!1 I . 
f- !J (t~ ~· :r:/1 ~ :;; p( • ~4 -1- f! (~ ·1;/J) 
1/j.Jf( ~(1 .J -f d·i-;4) I- j/fl(~" .j t-d'i;IJ) 
( 10. 108) 
• 
+ Q ( d·d) p I I 
Übergang von Gl. (9.11) auf (9.62) 
Bei der folgenden Umformung 
gonalitätsbedingung und die 
hängig einstellbare Raten). 
geht die Definitionsgleichung für .L o< , die 
Tatsache ein, daß a_ot(3 ::. d...;too: (nur sechs 
Ortho-
unab-
;- ~ 11 (rJ(1) 
L .!., o 
wobei mit (9.64) 
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( 10. 108) 
Es sei angemerkt, daß nur die letzte form auf der rechten Seite von (10. 108) 
beobachterinvariant ist. 
"" 
Mit (10.36) läßt sich der Leistungsausdruck ~~der Momente in der 
I. entropischen Bilanzgleichung (10.35)1 1 entsprechend umformen. Die hier 
auftretende Rate { ist keine unabhängig einstellbare Größe. Mit (9.26) 6 
und (9.56) 2 wird aber~ 
I I I (I 0. 1 09) 
~ D' ' h ' 1e unterstr1c enen Terme heben s1ch paarwe1se heraus. 
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(I 0. I 09) 
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und damit darstellbar durch die Raten des minimalen Variablensatzes )( . 
/V 
Für ~ erhält man deshalb 
i l ( 11 (J(!) i 
() (} fJ.J 
+ hJJ E. 0 0 J..l 
' [1 11 (c<(J) (L~/J () 
.. )1 (o<ß) 
f rl'f!> [ -f "., 
[ 11 (d~) 
0 
{I (~;>) ~~ ~] 
f! loya) 7~ ~~ J 
"" 
( 10.! !0) 
Beide Leistungsausdrücke ~ und ~ sind beobachterinvariant, da jeder 
einzelne Faktor beobachterinvariant ist. Alle anderen Ausdrücke in den beiden 
Bilanzgleichunp.en (10.102) und (10.35) 1 1 sind nicht nur übereinstimmend, 
sondern auch beobachterinvariant. Es bleibt also zu fordern, daß 
(I 0. 111) 
' . für alle thermomechanischen Prozesse. Da in dieser Bedingung die Raten ~~~)~(.t 
etc. nur linear auftreten und beliebig und unabhängig voneinander einstellbar ,.., 
sind, müssen ihre jeweiligen Koeffizienten in ~ und ~ übereinstimmen. 
Zunächst werden diese Koeffizienten in (10. 108) explizit auf eine Form 
gebracht, in der die Momente der Spannungen in ihren symmetrischen und schief-




so daß (10. 108) das folgende Aussehen erhält: 
( 10. 112) 
Der Koeffizientenvergleich (Vergleich der [:"] -Klammern) in ( 10. 110) und 




( 10. 113) 
0 
- Q 
Diese Bedingungen müssen identisch durch die Stoffgleichungen (10. 105) für 
alle Elemente des Variablensatzes J{ und ~ r: t:;d; l) erfüllt werden. 
Mit (10.113)
2 
wird aus (10.113) 
1 
0 ( 10. 114) 





1:11 <-12.;> 9 (/1'11 l 
f .<,. JA {( 




oder "'Jcl 4 I 2 -r -1 L L /"' 7-r - ?-<- l' ""' (-1 7., - /z ?? 
(10.116) 
lA-..._ tP(_ 
14 Jl (tt l - f"' "7" l ~ 'P-~ 2 {t- l- =- 0 
Nun ist [1>(. Jß eindeutig darstellbar durch den mipimal~n kinemat;:il;l<;hen Variab-
lensatz J{_ (vergl. (10.SO)).Daher steHen die Bedingungen (10.116) eine Ver-
knüpfung zwischen den unabhängigen kinematischen Variiiblen 'J( dar; dies steht 
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aber im Widerspruch zur vorausgesetzten beliebigen Einstellbarkeit der 
kinematischen (und thermischen). Zustandsvariablen. Die denkbare identische 
Erfüllung von (10.116) durch die beliebig einstellbaren Variablen J{ ~m 
'l{ 
gesamten Bereich der Referenzfläche kann aber ausgeschlossen werden. 
Um (10.114) zu erfüllen, bleibt also nur die M6glichkeit (10.115). 
Damit erhält man dann aber aus (10. 113) sofort das fol8ende Ergebnis: 
N <:.o<fj. > 
1 - 0 
11 <Ja<?" - 0 () (10.117) 





mit der Orthogonalitätsbedingung (10. 104) folgt weiter 
0, ( 10. 118) --
Es ergibt sich also folgender Satz: 
Die lokale, reduzierte 2D-Energiebilanzgleichung (10. 102) des I. scha-
lentheoretischen Konzepts und die erste entrepisehe Bilanzgleichung 
(10.35)
1
1 sind bei beliebiger Einstellbarkeit der unabhängigen kinema-
tischen Variablen J[ dann und nur dann miteinander verträglich (bzw. 
u(l(a '~ Jt:i( 
identisch), wenn die Momente ~· fh;~IJ.~) und ~7 fJ1 ::- o,... -1) 
symmetrisch sind und wenn Q "<::: /-1 JJ. 
- Q 
Die Orthogonali tä tsbedingung ( 10. 104) wird damit identisch erfiill t; insbeson-
dere aber erhalten die Bewegungsgleichungen (10.100) und (10.101) und die 
2D-Energiebilanzgleichung (10.102) des I. schalentheoretischen Konzepts eine 
Struktur, die mit der des 2. schalentheoretischen Konzepts (vergl. mit E6-E9) 
völlig übereinstimmt. Man kann daher die weitere Analyse der ersten Strategie 
hier beenden, da alles weitere in Kap. 10.4 enthalten ist. 
'l{ ' . ~ P(_ . 
Man zeigt dies leicht, indem man (9.4'1) nach '(/3 auflöst, z.B. in (10.116) 2 
einsetzt und alle Elemente in J{ bis auf riJr konstant hält, -1scr aber 
variiert. 
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10.6. 3 Auswertung der Entropieungleichung und der entropischen 
Bilanzgleichungen mit der nicht-reduzierten lokalen Energie-
bilanzgleichung des Ersatzproblems (zweite Strategie) 
10.6. 3. I Gewichtete Integration der nicht-reduzierten-Eii.ergiebilanz_:_ 
gleichung 
Bei der zweiten Strategie wird von dernicht-reduzierten, lokalen Ener~ie­
bilanzgleichung ((7. 7), Teil I):, des Ersatzproblems ausgegangen. Ihre 
A 
Auf~ösung nach den zusätzlichen, gedachten Wärmequellen ~ ergibt 
5n -5--t-(E ~ i ri~ß)-g~[f6r-iJ·~+j.;; r-~} 
( 10. 119) 
Um die entropischen Bilanzgleichungen (10. 17) auszuwerten, werden zunächst 
die Integrale 
j (ff,.;:. (e) .. dfJ (10.120) 
-.s-
A 
bes tinnnt, wobei ~~~durch die rechte Seite von (10. 119) dargestellt 
wird. Hierbei können die Ergebnisse der Integrationen (10.21) und (10.26) 
berücksichtigt werden, so daß in (10. 119) jetzt nur die restlichen 
Terme integriert werden müssen. Mit 
wird zunächst 
s+ 
1 Ii 1~.,. t-?(e/cltr-
.... .s 
( 10. 121) 
I 
wobei (vergl. (8.3), Teil I) 
s-1-
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.,_ b ) . d- ) htt :; 0 "'l; 
'IHH 
~t s~ 




j I[~ ·/ffil-PJ (e/ d& 
/)11.: (), ~1.1 J (I 0. 124) 
I 
wird zunächst über irgendeinen Teilabschnitt ~ der Referenzfläche 
der Schale integriert, um den Gaußsehen Integralsatz anwenden zu können. 
Es wird also 
.s+-
j f tf ~ . r ( ul ß 1 feF· dfl c1 cA 
rA -s-
J ~ · [(Ff/{>} (G/d~ 
~ 
) 
(I 0. 125) 
-·-- 169 ~ 
wob~i cl~ ein Volumenelement im Schalenraum ist und e E fJ 1 I 
Mit 
wird dann 
j ~ · [ f (EI)/ (e/"' dt/"_ 
~ ()0.127) 
~ J(~.{ß (f!}(e/"j- 6 3-[;ßfEZ)}u..(&/lp;~. 
~ 
Mit dem Gaußsehen Integralsatz läßt sich der er~te Term avf ~e~ v~chte~ 
Seite umformen 
j v;, I jJ ( tl) (e/"'j d !(" "'f (s/"[-;i({T)}'N a'~ 
Vr< 0~ (10.148) 
""f (e/",p.(r-If/) do~. 
On. 
Das Oberflächenintegral besteht aus drei Teilintegralen: den Flächen-
integralen über die beiden Laibungsflächen ~~t und dem Integral 
über den Randstreifen Cr• Daher wird aus (10.128) 
-- 170-
Auf den Laibungsflächen sind, dem dreidimensionalen Ersatzproblem ent-
sprechend, die statischen Randbedingungen durch die Spannungen I 
zu erfüllen: 




- f z: -
1'? die aktuellen vorgegebenen Laibungsbelastungen 
die gedachten Zusatzbelastungen; die aktuellen Lasten 
werden voraussetzungsgemäß (S. 112, Teil I) als hydrostatisch angesehen. 
Mit ((4. I8), Teil 1) ist 
'0 1-- f d -
t - -:--0. 't d - ) 
lt-
(10.13I) 
wobei ~~ die hydrostatischen Laibungsbelas~ungen bezogen auf 
. _/ot: d~e Momentankonfiguration sind und Ol die zugehörigen flächen-
elemente in der Momentankonfiguration.. Sind (/. +- und ~- die hydro-
statischen Drücke auf den beiden Laibungen, dann gilt 
- 1-
t - :::: ~ 





hier ist 7.r der äußere Normalenvektor auf der jeweiligen Laibungsfläche 
in der Momentankonfiguration. Die Einzelheiten der Darstellung der beiden 
Laibungsirrtegrale erfolgt ganz analog wie in Anhang (3), Teil I, und ist 
in Anhang (8) zusammengefaßt. Man erhält 
i;) d4/ ~ jf-s-/,;6~A-f i;po; 
4- . 




Die Lastvektoren (/h, und ;ju,. , ~ = 0, I ,2,3, sind in Anhang (8) 
definiert. 
11 
Die vier Vektoren ~ hängen von den Driicken und die 
Vektoren (~ von den gedachten Zusatzlasten ab; beide Vektorgruppen 
sind außerdem abhängig von der Momentangeometrie der Schale. 
(10. I33) 
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Die Umformung des Integrals über den Randstreifen CF in der 
Gleichung (10. 129) kann jetzt analog der Entwicklung auf S. 113 (Teil I) 
erfolgen. Man braucht dort nur ~ durch (~ ~ zu ersetzen. 
Allerdings treten jetzt noch höhere Momente der Spannungen auf, die 
entsprechend (8.19) und (8.20),Teil !,zu definieren sind: 




!/ Jr s =- j {j_, T'J r ( &/'" d e ' 
-..s 
Damit wird (vergl. (8.21), (8.24), Teil I) 
I (g/" ~. (FL)il ,rq 
C;: 
«iT( , ,- d.,.! - ) r H :;: , d ft( .,. , r;o(. 
'»~~'" 
f I [ H«~r H «(.! - .?ß J ' = f- d Iot ;-1-j d .:;. 'h-1 lo< 
r111H ffl+ 
c 
L-H «(J H~(J - J(J J ~} + - f ~(I(_ 7-H ti bd ~Js h1'1-1 ja( 
~~u+Z /Iu I 1 
= 
(10,134) 





Es bleibt noch das zweite Integral auf der rechten Seite von (10. 126) 
auszuwerten. Es wird 
Wegen (vergl. s. 114, Teil I) 
-4 N' 








16- fJ~ 6. Gs .... f6 I /}.1 ~ /1 J ::::-0 - - J 
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wird unter Beachtung von ((6.49) und (8.16) 2 , Teil I) 
= - ( c::' J T otß .;:~ J T. o1 3) fJ J c<. ;-' (3 + ,.._; J 
- - T()( J - T J 3 - 11..( + JSJ 
so daß 
(I Q. I 36) 
-174--
Setzt man st 
J (f' 7 o1-1 (e) ~ cltr 
-s 
f!JJ = j {f T J] (e/' ae 
-s-
dann ist schließlich 
sf-
) 
/W1 = t?,A1 2,3 
I 
~ J (f [ G J(! illti (&)""-" dP 
-J-
.JJ • 
f-/1 cl• ?= 
#1-1 
Zusammenfassend wird 





[ «fJ 11 c<(J J -r l! fJ d 1. ~(l ••• + f:! ~~ r- 411 rl Ir.<. 
-t- [ H pt,A -r t<(.l f f!.J11d}- j r- H d1o( IH1 n 1"'- ~ f".t. ~H (1. 
- (!H"u_ 1-1-o_ 14 -1) ~) * 
~ r r d1~ f d , "' t'M-1 /oJ. ~ ~-1 
I L-11 KJ~ol.- J1c(J- f /jJJj ). i)j 
.f-- r. "I oL .An /h'11'-/ ~ 'v 
Es bleibt noch die Auswertung des Integrals 
st 
f /f J"_ 1' -w- (&)"" d& ) 
(10.139) 
dv1 • 
durchzufijhren, wobei man die schon für m=O durchgeführte Jutegration 
(vergl. S. 118 ff, ~eil I) berücksichtigen kann. Erweitert man dep 
Definitionsbereich von (8.26), Teil I, so daß 
s+-
1\ "' "... 
t : = I & 1 (&) d& 
,Ai.y 
dann wird 
s+-J if g"_ _i. w- (eJ"' d & 
"' 






~ - 1 r (~~X d) X f-t -f (d )( ~4);( ~.L 1- ~~x:r;l))ld J 
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1 { ( d;l. X d) X , ( J xd~")x / //.V - -- -r + "';z_ 
"' 1-1 
f ( i' X dJ X d 
. 
f (dx ;;;")X ~L /.t 1-f 
+ ( -F x (}'l)x rPi 
1-'1 1.2 






Ordnen nach den Raten d. ;z ergibt schließlich 
(vergl. (8.28)I, Teil I) 
s+-
/0(, I 
1 ff??/, }.1AJ" (&)"" de 
II 
; {e -<r1 [ / x ('7A xd) f- l x (d~ß xd) J. ~" 
m, ~t1 
A A 
t- e o<f1L-f x ( ~(Jx d) f- l x (~13 x dJ}, d;~ 
iYII-1 'H1 f .2. 
~ ~ 
1- [ /X (~",x '0z) 7- [X (-i;", )( dll) 
~ /h-1 rl 
( 10. 141) 
Mit den Ergebnissen (10.21), (10.33), (10.121), (10.122)-(10.124), 
(10. 139) und (10. 141) lassen sich jetzt die Integrale (10. 120) als 
Integrale der rechten Seite von (10. 119) darstellen. Setzt man dieses 
Ergebnis, das hier nicht explizit angegeben zu werden braucht, in die 
entropischen Bilanzgleichung (10. 17) ein, dann heben sich alle ge-




- [ /'1 c(/1 .-f;cX. 
Cl.ß 
!1J~1 ..! + i1 d;o<, r d , r-ß 
".". ~H ~ I 
iw otß - )1 ... 
-m f1 7) Cl( 
H ot(1 -+ d 
~ tt- /o(. 
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g'n h •Y" 
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1 {e "fl [ fx ('tx l) f ! x (~a x dj_/. ~--
m. /Hirl 
1- e ~11 [ i x ( ~/.!) t- I x ( dtJ x l)} i;" 
AHr'l ~~-~ 
A 
1-- [ I X (-;;_,.< ,;,L) f l X {r,A X d,L) 
~ M-Ir/ 
1-- / x (d;.x c() r f X (J;.x d,,)j. j} 
/MI-1 111.11-.t 
Damit ~st die Umformung derentropischen Bilanzgleichungen (10.17). 
abgeschlossen. 
(10.143) 
Über den Ausdruck läßt sich aufgrund der bisher gemachten 
Annahmen scfort die Aussage machen, daß 
~ w := 0 
0 
(10.144) 
Es sei daran erinnert, daß beim I. (und 2.) schalentheoretischen Konzept 
verlangt worden war, daß die gedachten mechanischen und thermischen Zusatz-
einwirkungen zusammengenommen keinen Beitrag zur Gesamtenergiebilanz irgend-





Y.V "- f 0 + 
Die erste entrepisehe Bilanzgleichung (10. 17) 1 beinhaltet aber auch die 
Aussage 
0 ) 
so daß daher 
A II. 
A 
~ N t'V6 -r 1- - 0. e 
Mit (8. 7)' (8. 1 I) und (8. 28) r ist jetzt aber 
A 
~ j~ dA 
~ 
und da l;i:i.es flir alle Flächenabschnitte rJf gi~t, fo~g~ (10, 144). O~ese 
Feststellung sowie die Unabhängigk~itsforderung (s. Teil I) motivieren 
A 
jetz~ die ~olgende Annahme, daß IV für al~e ~ un~ al\e B~ob~cqte~7 
~ .,....,.--.- I 
~Y~teme verschwindet: 
0 ( 10. I 45) 
Diese Bedingung wird der weiteren Analyse zugrunde gelegt. 
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10.6.3.2 Konsequenzen der Beobachterinvarianz derentropischen Bilanz-
gleichungen 
Die entropischen Bilanzgleichungen (10. 17) für die thermischen Zusatzein-
wirkungen sind voraussetzungsgemäß für alle Beobachtersysteme zu erfüllen. 
Da alle in (10. 17) auftretenden Terme beobachterinvariant sind, ist diese 
Forderung trivialerweise erfüllt. Dies gilt dementsprechend für die linke 
Seite von (10. 142), zunächst aber nicht für deren umgeformte rechte Seite, 
denn diese basiert auf der beobachterabhängigen Form der lokalen 3D-Energie-
bilanzgleichung des Ersatzproblems. Diese Ausdrücke müssen also den Invarianz-
forderungen gegenüber Beobachtertrq.nsformationen unterworfen werden. 
Bei Übergang zu einem anderen ("gesternten") Beobachtersystem gelten die 





fw~ ~ ~J~ 
)v;~ == )1 0( (J 
11.1 .#1 
HJ!J(*- )1 s «-
-n. ~ 
(11<-'#f)t.~ = (~ .;:; ! Jt 
E* - E 
rm .u.v 




l'R :: "k1 
Q(wx?) 
Q{G3xd) 
44!:; ~ .(, l... 




Besondere Behandlung erfordern die Volumenkräfte und -momente. Bei Übergang 
zu einem gleichförmig translatorisch bewegten Beobachtersystem, d.h. 
) 
=~. 
gilt mit ((4.48), Teil 1) 
(j;n [)~ - Q(ln[) 
1\ ..Jf- A 





Bei Wechsel zu einem beliebig rotierenden Beobachtersystem, d.h . 
• a + Q / 




Die Forderung der ~~!~~Y~!i~~~-Y2~_ilQ~l~~L-~~i_Q~~Eg~~g-~~-~i~~~-g1~i~h: 
f~E~ig_!!~~~1~!2Ei~~h-~~~~g!~~-~~2~~~h!~E~Y~!~~· die Beachtung der Trans-
formationsgesetze und die Bedingung (10. 145) zusammen mit (10. 142) liefern 
jetzt 
., 
für beliebige (vergl. (4.50), Teil 1). Daraus folgt 
( 10. 149) 
Die erste (111 =o} dieser drei Vektorgleichungen stellt, w~e der Vergleich 
mit ((8.62), Teil I) zeigt und wie zu erwarten war, die Bewegungsgleichung 
I. Art dar. Die beiden weiteren Gleichungen sind dagegen neue Aussagen. Die 
Gleichungen (10. 149) sollen im folgenden als die Y~E~11g~~~i~~!!~~-~~~~g~gg~: 
g!~ish~gg~~-l~-~!! bezeichnet werden. 
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Entsprechend folgt aus der Forminvarianz von ( I 0. I 45) mit (10. 143) 
A Ä Ä ~Jf-wlf - N'lf- .,.. ~f- +- }f_e 0 
~ ~6 "."t 
A'lf .A /( ..!.,f w - w Q (g rr. l) •-1!_ 
ttHb M-</:J - *"' 1M 
A >f A ..!..*-
t!h - Al Cl J~ • tC. /11A"' 
lt ~ A tf, = N ~tt 
und damit 
A A "' A_ . -
J~) w*" - Al (17;_ b f C2e~ 0 1'1+1 /hA ~ ) 
so daß 
~JL 
.A "' r.k 6 Pf~) -- Cl. -e. (I + 0 "'kv 
• C)ii~ für alle ~ ::;::; Dies liefert schließlich die Bedingung -
1\ A 
g~ 6 :;~ -r- - c::; 
""' 
,.'WI ( 10. ISO) 
Die erste (/11:=-o) dieser Bedingungen ist schon abgeleitet vmrden (vergl. 
(8.49), Teil I)K und läßt sich einfach interpretieren (Kap. 8.2.1:2, Teil!). 
~i~-~~~1Y~~-~~E_I~E~i~Y~Ei~~~-Y~~-ilQ~l~~l-~~~-ilQ~l~~l-~~i_Q~~Eg~~g 
~~-~i~~~-P.~li~~ig_E~!i~E~~~~~-~~~~~~~!~E~Y~!~~ erfordert ähnliche Überle-
gungen wie in Kap. 8.2.2.3 (Teil 1). Im "gesternten" Beobachtersystelfl wi:!=d 
aus (10.142) 
K Es ;st b ht d ß ... zu eac en, a 
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J -";r I ,.,.. 
]' 




Einsetzen der entsprechenden Transformationsgesetze in (10.151) und Beachtung 




f dx[g -I • I 6 -f d#trt - ~~ r"' -~~d ~~ 144M 411H 4Hf~ 
f ( 11 it(J -75"' ot(J - f 11 Jf.J d ),ß f- 1'1 d Jet 
/HfH rliff-L 'h-tH ' 
- ht ( 11{)(.] :r 11i..) - f- ftJJd) 1 f dl"'-#I /(}(. ""hAH 
,{ A 




Au~~rund der unvo~lständigen Transformation (10. 148) für die V9lumenk~qfte 
~ 
treten hier die Terme 6~ erneut auf. Ihr Transformationsverhalten bzw. 
""" ~as des Leistungsausdruckes 
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lä~t sich aus (10.152) ableiten. Mit 
1'1 
"'Jt- l(;r- .-t;f-N~ - N I- IV f- H.t. 0 t?H ,rl'Mh 4(.. ~ 
und 
.A lf _A ;!(- .!..~ 
~~ ..!.,t-
f./ ,Q;:; ~1 0 I + ~rr 
, d 
'111 t. 
+ '" } 
A. 




?= ><. 'J~ .,.. d >< 1 'Hf -H 
A /'1 
fl(~o<x e~rJ[fx(~Kd)t-lx~~xi)] 
. ~ ~ff 
+ c1: x c"f3 [! x (;r;"x d)+! x (~;Jxd) j 
#!H 1111 f-k 
A A 
+ d- X {I X (~~X;;,_) f- l X (r-;4 X ;;l) 
11<t ~"., 
f-IX ((X ;;~) -1- ; Jl (tt;. X dni ) / 
1114h I #tl-2- () / J 
A 
[ "' ) -=. t 1-C 
~ 
A. 
1\ -- w i- w. )-{ 
/IM b ~ 
Damit werden die letzten beiden Klammerterme in (10.153) 
. ~ A r Q r ~ - c:; x :r J Jq r a 1, ~ I - 17t 1 + 1 
+ [ Q (d.!- (;j J( d) 7 • {0 5"' i - q 7< i ~ J 
'_J - #117 ~~ ~11 ~1-1 
~ 188~ 
Mit diesem Zwisapenre~ultat wird ~us (10. 153) nach Um~t~llung ~nd Zusammen-
fa!:!sung 
(10.154) 
J) :=I;; X l:!~ ...... ~ .. ..". b - ~ glt d. ,t-+ -q ,.... Mt$ ,.,... .."..JL l?k"t 
1()1~ r -f 11 Diß ;- -r 11 Ja t~l) • (l(,lrl,. 
I ~ rh1 1.< 414ft Ak • 




1-_,.. '!, JJ d"') j 
-1-lx lf~ 6- - . ., ,. + ~,.., - .$??. ;:. ..... ~ 'R d 4ttn .-#IM 11(11-f· ;k<f? 
( )1 '" f Jt'« ~l f ..,!;! ~ 1:(1 +- - (10.15)) ~kt ?/...::' 4w ft" /!>( 
-m{!;t'~ -r: 
/"( 
t- 11 I<'J tt"' 
~" lc< '"ft'ijj 
f- PA 
~~ ~ß 1- )1 ~~~{ /1JAJ X /f - .;-, · d ~K 
~ -'1H 1-1 /"(_ /'k< 
- [" Pl';j ftliß -
f4Hfj#/fj J f ~1.3 X 11 ~K f d;~ . 4f-t f1 /)HI-t_, 
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",. 
f- d X l- S ~ b 
/111fT IM f7 (10.1.56) 
~ ~ 
+·1(1' X (-ij,_, x ;r1.z) -f ~ X ( ~'~ X dlt) 
~ . ~H 
f I X ( d 1 I ~L ) +- t X ( d,, ;< c(,) l 
MIM I / ~J-z,.. .., 
A A 
-1- 'l;IX J( 1 e!Xfl ~-1 ,( (~/1 X d) f l X ( rJ;1 x "l) 7 ~ ~H 'j 
A A 
-/- d;~ X Jl11 [ / >< (-r;/l X dJI- 1 X (d;/l X d) J 
~n ~~ , 
Da ( 10. 154) linear in w ist und für beliebige W gilt, erhält man schließlich 
aus der Invarianzforderung (10. 154) 
,.c. 
J) + !Y 
;11.1 .s /fvl ) 
(10,157) 0 
Mit den Be<;iingungen (10.149) und (10.150) verschwinden die <;iurq.h die /•·•J/r 
Klammer~ gekennzeichneten Terme in (10. 155) und (10. 156). Uer aue d~r rechten 




f 1( { x/r;/,-;;_..) 
(10. 158) 
Für 'M::o stimmt dieser Ausdruck mit J:Jr-ed. ((8.68), Teil I) überein, wenn man 
die unterschiedliche Namensgebung einzelner Terme beachtet. Nach ((8. 70), Tei 1. I) 
wird also 
C: 
)) red ::;;; 0 
(J 
gefordert. Mit denselben Argumenten, die zu dieser Bedingung führten, soll 
hier jetzt also generell für alle ~ 
-1 
,(10.159) )))V:t/. :::: 0 
) 
v~rlangt werden. Dies entspricht der Forderung, daß die gedachten mechanischen 
ZtJ,satzeinwirkungen keinen Beitrag zu den Bilanzgleichungen (10. 157) liefern 





(!:! «J :;;~ 11 (/J - f- !!JJd) 1 f- .d 
~ rl Ir>( 
(10. 160) 
f - X [ )1 «;1 _,: )1dt1 J r- ft~1Jj Jß f-l1*f l.,l ,..,... H II>( 
- [ ~t$ 11 ~;.1 .- t- )1JIJ J} + ~td X ~i! ~~ f- ti/(1/ M1ft,. lk-9 11 < 
Di~ weitere Auswertung von (10. 160) erfolgt jetzt analog zu der Entwiaklung 
in Kap. 8.2.2.4 (Teil 1). Umordnen von~ liefert 
- I 
JJ dxi- f - I - rc 6 




~ /; - .!! 
,_. 
e .:::; J 
f- ?1/1.1~ - f 72 r 5 "1L d p M.\ . 'h<Hili!:. ~n ,U.I-f Mrz.. 
. ( ~~ IIIJ 11 p/(1 - )1 J,d /. 
i- ~cJ. f- 1-HI-J!. dl.( ~-~h d 0 1fih (10.162) 
(f~J ~ 
- 1f1 'h1 r/oL 
f )1p(JJ 
?.ii? /p[ 
.f hJl J) 
"*"' 





Aus (10.161) ergebensich nach skalarer Multiplikation mit d die ~~!::.§:1:1:.8~: 
~~i~~EE~~-2E!E~ß~~~1:iE~!~~~~iEß~EB~~ 
) 
Entsprechend ((8. 75) 1 Teil I) führt die Zerlegung von f.- auf 
hv 
(keine Summation) 
Das Vektorprodukt mit o( ergibt 
und mit (I 0. 161) folgt daraus sofort 
........ 
tp (d·d) -=.-1 ) 
-11-t 
so daß 
...... -1 p -
~ Z·d ... 
für alle ~ 




läßt sich für die verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen (10. 164) schreiben 
(vergl. s. 142-144, Teil I) 
-193-
bzw. 
( 10. 16 4)
1 
oder 
Aus (10. 165) wird schließlich analog zu ((8.82), Teil 1) 
bzw. mit der Definitionsgleichung (10. 162) 
-1t4 ( Nt(1-r ;V«J - r- ;1-fJlJ) t d;~ -1ft lo~. 
~,., ~ 
(10.167) 
/11 J(l - + 1---!Jß J (J ) '/ll ~ ~H I 
Qd L~-





~' ~" [ ( 11""- 11 4") Q . - a + 0 - d ·d 4111-! 4t-fn ~(J ....... .......... 
1-j( ~u-!:f._~$frf ;"-Ir!<~[/ 
(10.168) 
i <J(_. - - (ll.t(1- H4~ A • -~ot n M'1 }? (1 M...-
! (/Lt J'!t 11 !J( ;( ~ ) +-i, - 7 ß ~ r - 7t /t r 
?» r)", 'M rt-
Auch hier ist die erste (4H=o) der Vektorgleichungen (10.167) schon bekannt: 
Wie der Vergleich mit (E-2) zeigt und auch natürlich zu erwarten ist, 
stimmt sie mit der Bewegungsgleichung 2. Art überein. Die beiden weiteren 
/~:~~) sind dagegen ein neues Ergebnis. Im weiteren sollen die Gleichungen 
(10. 167) als die Y~E~!lg~~~~~~!!~~-~~~~g~~g~gl~~~~~~g~~-~~-AE! bezeichnet 
werden. 
Die verallgemeinerten Bewegungsgleichungen I. und 2. Art, auf die im 
folgenden Kapitel weiter eingegangen werden muß, erlauben jetzt, in den 
entropischen Bilanzgleichungen (10.142) die eingeprägten aktuellen Lasten 
und ~ie Träghe\~sterme zu eliminieren. Mit (10.145) reduziert sich damit 






.f. 11 o(A / - .! 
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f- 11"/l ( d I i;IJ 
MP? 
~ ..:. + L (,:;:. rv • d) 
~ IV\ • 
Für (~=oJ stellt (10. 169) erwartungsgemäß nichts anderes dar als di~ redu~ 
zierte, lokale 2D-Energiebilanzgleichung des 1, schalentheoretischen Kon-
zepts (vergl. (E-5)). Es sollen deshalb die Bedingungen ( 10. 169) 
als die Y~E~!!g~~~~~~E!~~~-E~~~~!~E!~~-~~=~~~Eß~~~~!~~~g!~~~~~~g~~-~~E 
~~~~!~ bezeichnet werden. Dementsprechend heißen die Ausdrücke 
~~E~!~g~~~~~~E!~~-~1~~~~!~E1~~~!~~g~~ der Momente, 
Die kinematischen Variablen in (10. 170) können mit (9.53) bis (9,56) 
durch den minimalen kinematischen Variablensatz J( analog zu (10. 108) aus-
gedrückt werden. Man erhält für die Elementarleistungen der Momente 
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(10.170) 1 
Unter Beachtung der verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen (10. 164t ver-
schwindet die vorletzte Zeile identisch und mit der Definitionsgleichung 
(10.168)
2 
für L« verschwindet die eckige Klammer der letzten Zeile. Bertick-
'lM- , 
sichtigt man außerdem, daß ~~ symmetrisch ist und daher nur der symmetri-
sche Teil des Klammerterms ~11~4l ... J einen Beitrag liefert, dann wird 
M-< 
schließlich aus (10.170)1 
mit 
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- CL'(> i [ fl («fi) + j! ("'!'? 
f- {jl [ )f ri;.. -r f1 rp 47 Jl o~j 
'fv 1f4H I#~ /' 
t- d;J [11.;13 + ( Ho(IJ- ftl!.o~.),~"_"'- -11SK 11 ] 
1h ~11 ~1'1 )/· -mtt- {f /<a-
-1- ~ { f1.JA + /1"~ ueej 
'*' mv r-..e f 
-1- ;) :t[a 
.L ~ 
)1 /o((J) :::::- '1 ( f! ~jJ Hß) 
,2, -1--m ~ 
N' 1'0) 
' - 1 (!tl tl; .f !Vt.l~) ' - .z ~ lh, 11-,., (10.171) 
Die wesentlichen Ergebnisse dieser Analyse werden durch die verallgemeiner-
ten Bewegungsgleichungen I. und 2. Art (10. 149) und (10. 167), die verallgemeiner-
ten Orthogonalitätsbedingungen ( 10. 164)1 und die verallgemeinerten 2D-Energ~e­
bilanzgleichungen (10.169) 'mit den Elementarleistungen (10.170fl dargestellt.· Sie 
schließen alle in Teil 1 für das I. schalentheoretische Konzept ~bgele~~eten 
wesentlichen Gleichungen (eigentliche Bewegungsgleichungen I. und 2. AJrt; etc.) 
mit ein. 
Vier Struktureigenschaften, mit denen sich ~i.ese Gleich~ngen we;;entli~h von 
denen des 2. schalentheoretis~hen 'Konzepts (Kqp. 10~4) ~nte~scpei~r~f sollen 
angemerkt werden: 
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(I) Es treten Bewegungsgleichungen höherer Ordnung auf; diese Ordnungsände-
rung bezieht sich aber nur auf die Momente der Spannungen und der Dichte, 
nicht auf den Grad der Zeitableitung der kinematischen Größen ~ und tl 
(2) Die Momente der Spannungen sind nicht notwendig symmetrisch. 
(3) Es mußten unbestimmte Beanspruchungsgrößen &, (~ .:0;12) eingeführt ...,... 
werden, für die eihe Interpretation durch Integrale der Spannungen noch 
fehlt. Als Arbeitshypothese muß die Existenz konstitutiver Gleichungen 
für die 62 vorausgesetzt werden. 
~ 
(4) Die in den Differentialgleichungen auftretenden (nichtsymrnetrischen) Bean-










Für den Fall konstanter Temperatur über die Schalendicke 
sich nur die bekannten Gleichungen 0. Ordnung (141 ::-o) 
ergeben 
in diesen treten als 
Beanspruchungsgrößen nur die durch eine gestrichelte Linie eingerahmten Größen 
auf. 
o/3 ) 
Von besonderer Bedeutung ist, daß die Momente f1 r~~q~ 2t1 und 
Iw t/JJ ( ~"" O,"ti 4) nur in den Bewegungsgleichungen höherer Ordnung vorhanden 
sind und nicht 1.n den verallgemeinerten, reduzierten 2D-Energiebilanzgleichungen. 
Dies bedeutet, daß offensichtlich keine Möglichkeit besteht, für diese Gruppe 
von Momenten konstitutive Einschränkungen aus der 2D-Entropieungleichung, in 
die die vera~lgemeinerten2D-Energiebilanzgleichungen eingehen, zu gewinnen. 
Selbst wenn man diese Gruppe von Beanspruchungsgrößen für den Augenblick von 
der Betr~chtung ausnimmt, ist die Anzahl der übrigen Beanspruchungsgrößen größer 
als die Anzahl der beliebig einstellbaren Variablen im minimalen kinematischen 
Variablensatz J( . Damit dürften nur "summarische" konstitutive Restriktionen 
aus der Entropieungleichungen zu erwarten sein. 
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Andererseits stellen die verallgemeinerten Bewegungsgleichungen I. und 
2. Art insgesamt sechs Vektorgleichungen (Differentialgleichungen) für r und 
ol dar. Diese Gleichungen müssen verträglich und auf zwei Vektorgleichungen 
reduzierbar sein. Man kann vermuten, daß aus dieser Forderung weitere, inßbß-
sondere konstitutive Einschränkungen folgen, die möglicherweise die hier 
aufgeworfenen Fragen lösen. 
10.6,3.3 Verträglichkeitsbedingungen für die verallgemeinert~n ßßWßgungs~ 
gleichungen 1. und 2. Art 
Die verall~eme·:hnerten Bewegungsgleichungen l, und 2. Art\ ste~len insg~ßamt 
s~chs vektorielle Differentialgleichungen dar. Nach Aufl9s~ng ~ins~chtl{ch 
~er Tr~gheits~erme in (10. 149) und (10.167) erhält man ~m einzeln~n fMr 
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..f- J''R.. d 
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..... ~0 
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+~ L-H o( /J f! «(J - f! }, 7- ). ~"' f c) dlg(_ f- f! d 0 
-.2!_-/1o1J_ 
4 "!"' 
IJ t/(J - /(JJ P"'] 
+- 4 ~"' f >'? d 
+ d' [ flo!(J )1~ - J~ z -f "~ ~ol + L ~"' f f! d '(1 
- -,(lot ~ f /1Jo~d- f t?J f- L~r ] !_ () ~<'( rt I oi 0 cJ /"' 
(10.173) 
Von diesen verallgemeinerten Bewegungsgleichungen (10.149) 1 und (10.167) 1 
haben für ln=1.t je zwei identische 
Trägheitsterme ... 
externe Belastungsterme 
und identische Divergenzterme 
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Da gefordert werden muß, daß die verallgemeinerten Bewegungsgleichungen 
miteinander verträglich sind, ist zunächs.t 
/41 == /;,o 
t~ = ~4 
(Merkmal; Summe der 
Indizes glei eh) 
(10.174) 
Die ~xteFnen Belastungsterme und die Divergenzterme heben sich in (10. 174) 
heraus, und es bleiben die folgenden Bedingungen nach Vorzeichenwechsel 
-;, h J.!d 
I:J 
.f- t2. d 7- l. 1>1 -
() (} "'";()(. ) 
( 10. I 75) 
Mit den Definitionsgleichungen (10.168)
2 
für ~ct und der Zerlegung von ~ol 
wird aus (10. 175) 
[ ( lj I( J_ (1 JJ f r: Ji;a ;__ (:!"~ 1ß oL 
f ( f!K;l- ft1f-~> -1tl1 n_ r1f'J(rf /1 -?.- ftJ./~"' 
f [ ( !jJJ_ ~) f- ( ;}lo(J- {IJ) ~ol_] d _.. ==0 
(10.176) 
[(!;I~J-1/) +({!~J-f!'7;3 o< 
1 I f~''ti- fi'l'! -I(ftJ',_ tt;Jtf, ~r 1J ~j~" 
1- [ ( !!JJ- {)) i- ( 1/J_ tf'/J" J d -:=;; 0 
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Da ~ol.. und d eine lineal;' unabhängige Vektorbasis darstellen, müssen die 
Komponenten in (10. 175) verschwinden; man· erhält also schließlich 
( !!rJJ_ ft j f ( f/~3- 1;!1j {iJ o( 
.f ( /;! -'fl_ /;111j /';< -l({t"f__ fi 'J ('fo ';ur -J r ~:} =- O (10.177) 
( 1;133_ 9-) +- ( f/«3__ 1;13j~., "'0 
ft;t JJ_ (?) + ( 1f"J -{t~ ,)<" == 0 
Diese Bedingungen sollen als Ve~tr~g!~~~~~~~sb~~~~g~~g~~-l~-~E~ bezeichnet 
werden. Es ist offensichtlich, daß sie für symmetrische Momente und ~~c2, 
.13 () () tf = ~ erfüllt werden. Unterstellt man, daß für alle Beanspruchungsgrößen 
konstitutive Gleichungen vorgegeben werden können, dann müssen diese Glei-
~hungen durch die Stoffunktionen identisch erfüllt werden, denn andernfalls 
w4rden sie Verknüpfungen zwischen den kinematischen und thermischen Zu-
standsvariablen darstellen, die aber als unabhängig einstellbar angesehen 
werden. 
Mit (10. 177) reduzieren sich die sechs verallgemeinerten Bewegungsgleichun-
gen auf vier, und zwar 
... ... 
372 ')- + ~/2_ d - //fo 0 
llq. 
,, - (= /t~) :~ r -f s)l d ........ /L-o -
. .l. (10.178) 
.,. !.! ~ 
(~ j;~ ) J r- !- f/2. d .:: l,q .!.,:e. 
... ., 
37? ?- t l~ d- - 1.2.1. J 
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Di~ ersten beiden Gleichungen mit den rechten Seiten (;o und {to s~ell~n 
Q.ie bekannten Bewegungsgleichungen 1. tmd 2 .. Art dar, wie sie l;lei. der qu,aai..-
isothermen Theorie entwickelt wurden. Sie sollen a~ch hier als die wesentli~ 
chen Bewegungsgleichungen angesehen werden. •• !• 
Die vier Gleichtmgen für die beiden Beschleunigt,mgen 'r- und J stellen 
ein überbestimmtes lineares System von Vektorgleichungen dar. Wenn es eine 
gemeinsame Lösung für die beiden Beschleunigungen zulassen soll, also ver-
träglich ist, dann müssen die beiden höheren Bewegungsgleichungen (10.178) 3 
und ( 10. 178) 4 als Linearkombinationen der bekannten Bewegungsgleichungen I. 
und 2. Art (10. 178) l+ 2 darstellbar sein. Mit 
A I-
/.-}. I - (10.179) 
erhält man damit die folgenden Bedingungen für die rechten Seiten von 
(10.178)3+4: 
(10.180) 
Mit (10. 173) wird daraus 
llf 
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- A f[l1o<;. -r f ft «f J H J~ - J 
( (. .Z Iex J I ol. + <., d t 
- [ ft(J r + /1~JJ i- f!JJ~-} 
4 /0( .4 /~ 4 
-[ f!J.; r;oi f f!J« d~" f tp d rJo ">:J/ 
~ (! t< f f- i) -(!~ 1 Ä_ - !?;_ }1;_) ( !e [ + ~ ) 
-(!~ Jrg~ -!~e r7L) (flL! + J) 
-z{ f!"Ji5" + f/J{ + {IJJj J 
- [ I!J"; 1- )jJotj ,t()j • L "r }/ 
J /;t J lo( .t .2- .M j 
~ tJ. !f,. f + ~) - (;; f;z - fh tnfz, i ,l jo) 
-(!~~_ lR - fn fJf:~ f tj,) ' 
(10.180)1 
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Die ßeding~ngen (10. 180) oder (10. 180)r st~llen sechs skalare Gle~chungen 
dar, die als Y~E~E~ahhsh~~~~~~~~iEa~~g~~~;-~E$ bez~ich~et w~~den SQ~len. 
Die Verträglichkai tsbedingungen I. UJ;J.d 2. Art, ciie· insge~amt 12 ßkalf-+e 
Komponentengleichungen umfassen, sind insbesondere dadurch gekennzeichn~t~ 
daß die Trägheitsterme eliminiert sind. Sie ersetzen die verallgemeinerten 
Bewegungsgleichungen mit den rechten Seiten ~ 
1 
/:e, /t>t1 /-t? , · 
Auf zwei wesentliche Unterschiede zwischen den Verträglichkeitsbedingun~ 
gen 1. und 2. Art soll hingewiesen werden: Die Verträglichke~tsbedingungen, 
I. Art sind algebraische Beziehungen für die Beanspruchungsgrößen und externe 
mechanische Einwirkungen sind in den Beziehungen nicht vorhanden; die Verträg-
lichkeitsbedingungen 2. Art sind dagegen Differentialgleichungen für die Be-
anspruchungsgrößen und die externen Einwirkungen sind nicht eliminierbar.~ 
Die Gesamtheit aller bisher abgeleiteten Beziehungen kann jetzt dahin-
gehend analysiert werden, in wieweit ein Teil dieser Beziehungen entkoppelt 
von den anderen behandelt werden kann. Dazu ist es wichtig festzustellen, daß 
ein Teil der Beanspruchungsgrößen (Untermenge #iJ[), u.z. 
f1r:l3 )1"3 Hot.J Hol. 3 
Hj[ 
() "/ t- 3 
J 111][ c 1!10 . - (10.181) ·- HJJ Hn Hn 
0 1 l 
nur in die Verträglichkeitsbedingungen I. und 2. Art eingehen? sie gehen 
nicht in die folgenden Beziehungen ein: 
Bewegungsgll;!ichungen I. und 2. Art, ( 10. 149)1 1, ( 10. 16 7)! I 
Verallgemeinerte, reduzierte~~ 2D-Energiebilan4gleichungen (10. 169) 
Verangemeinerte Orthogona1itätsbediqgungen (IQ, 164)'1 
Entropie~ngleichung ( 10. 15) bzw. die daraus resultierenden 
Restriktionen; 
, ( 10. I ß2) · 
~Man kann beisPielhaft zeigen, daß die Beiträge der Massenkraftdichte sich 
nicht identis~h herausheben. 
~ 
Diese Form setzt die Erfüllung sämtlicher verallgemeinerter Bewegungsglei-
chungen und der verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen voraus. 
hier gehen 
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von den Beanspruchungsgrößen nur 
1\A cX./!; 
t;_.t /1M- ;::. 0 4;. ") ~ 
LI Jot. 
!"/ At" : (}/ 4,2,3 
........ 
(Untermenge /111:) 
f1z C Mo 
( 10. 183) 
ein. Geht man davon aus, daß für diese Größen Stoffunktionen angegeben werden 
können, dann sind die verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen und die 
Entropieungleichung als identisch zu erfüllende, konstitutive Restriktionen 
anzusehen. Für die wesentlichen Lösungsfunktionen lf(et(,t) 1 d(e1(,-t) · 
und ~ (G;~f} (rt- -~tJ;,~l) , die in der Argumentenliste der Stoffunktionen 
auftreten, sind insgesamt neun skalare Differentialgleichungen gesucht und 
durch die Bewegungsgleichungen I. und 2. Art und die verallgemeinerten, redu-
zierten 2D-Energiebilanzgleichungen gegeben. Das ~.E~!:.~-~Y.~!~!!!_,Von Beziehungen 
(10. 182) ist also unter dem Aspekt der Bestimmtheitsforderung lösbar, und 
zwar entkoppelt von dem ~~i!:.~~-~y~te~, den Verträglichkeitsbedingungen I. 
und 2. Art.~ 
Bevor diese beiden Systeme weiter diskutiert werden (Kap. 10.6.3.5) 
soll Lm folgenden Kapitel die Auswertung der Entropieungleichung durchgeführt 
werden; erst dadurch ist das erste System formal vollständig beschrieben. 
Für das Verständnis der weiteren Diskussion der beiden Systeme können aber 
die Details dieser Auswertung übergangen werden. 
10.6,3.4 Auswertung der Entropieungleichung 
Für den Fall nichtkonstanter Temperatur über die Schalendicke ist die Entro-, 
pieungleichung (10. 15) maßgebend, in der vorausgesetzt wurde, daß die gedach-
ten Zusatzeinwirkungen keinen Beitrag liefern. Mit den verallgemeinerten, 
reduzierten 2D-Energiebilanzgleichungen (10.169) lassen sich in (10.15) die 
äußeren Einwirkungen 
~ 
Hierbei wird implizit angenommen, daß die Randbedingungen auch geeignet 
"entkoppelt" sind. 
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1... ' ( 7)II dd f''' e lm1nleren. Mlt 10.1 0 un enDe lnltlonen 
cl(J 11 t<:ß ~ )1 clt1 -1- ~ J('-ß rn ~- + . -
~ Mo, rlU {). /u+-t 441 ;-z, 
mJ{J;! = /11J(3 d 11Jf3 -1 ).1Jß ( 10. 184) + + 
Mt ..... 1 ~H t ~t.t./ 
{]' . - (f2 i ~ Q + 1 t2 . -
~ -tJ " I) .L- I 
wird aus der Entropieungleichung 
• 
S' iß iA • ~ t~ oL - -s - g> c () n.. " I? --r/'2. -1 " .!~ ' 
• :! t1 ( m M•) f- n ro0J j + Q._Kf .!, () (;) 
-
-1- Jo/(1 !I [ m (I( fo f m ~~ 7 <>< j ~ ~ ~ ~ 
• }.l[?f!J(J ( 7J7 ctA_ 0 ;JJJ+ -1Jl't· /y-} t d.;ß + 
+ ,) ~! lp Jjl f m"(J j (J, ~ /A-' 
( 10. 185) 
f- ;)- ~ft IJ7)</'tS J 





'h (o(/J):::; i ( 17 O<'(J + 1l ~) 
( 10. 186) 
n «'(1. .. .::: ( m rß_ m /l~J~,y o<_ 177 rfj'>/ 4~ iJL 
. .., "' / (< .2. {I (.$ I 
Setzt man jetzt 
(10,187) 
V V v 
daß die Stoffunktionen ~ (m=P,'/ V1 '/t und c/l sowie 
e tc. im allgemeinen Funktionen des Variablensatzes 





{ ~n c??J. J !{ V e T- $~ () 0 () ci!l 
0 
.. 
L-1~ ?4) II V + 2 -r J~ ~11 4 "" '7 
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Mit ~er üblichen Argumentation erhält man hierau~ die folgenden hi~~ei~h~n~ 









( 10. 190) 
==0 
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und die Restentropieungleichung 
(10. 191) 
> C) 
Die konstitutiven Bedi~gungen sollen noch nach de~ su~rischen Beanspru-
ch.ungsgrö,ßen (10.184) und nach .E aufgelößt werden. Aus 
~ 
te11 Orthogonali tätsbedipgungen ( 10. 16 7) folgt zunächst 
V 
M <~.t.l> .: = 
Damit wird 






Daher wird dann schließlich wegen (10.190) und (10.192) 
(10,193) 
I 
und ferner folgt aus (10.189) 
V" d/{ 
t~ ~ = - ~n. 0 C)!J 
V' C;~v-
5'~ g - ~?(. 1 ... a~ (1Q.194) 
V &t6v 
f~e ~ :;;; - {12-2.- ~A 
~ 
Die Restriktionen (10.193) 1und (10.193) 2 
erfüllen identisch die S1,1~ der 
drei verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen, nicht aber die einzel-
nen Bedingun~en ( 10. 16 4) I 
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Der Vergleich von (10. 193) mit den Restriktionen für den quasi-isothermen 
Fall (9.69) zeigt Strukturidentität, wenn man in (9.69) die Stoff-
li 
funktionen ;ft«f3 e tc. durch die entsprechenden summarischen Größen 
etc. ersetzt. 
Die Restriktionen (10.193) lassen sich noch explizit in den Beanspru-
chungsgrößen ljK/.}, etc. darstellen. Mit (10.92) 
wird beispielsweise aus V 
F ;1 ot(i - y ( d K; V 
L o ott dQ~ 
= 0. 
Da 4, ~ und A hier auch in den eckigen Klammern enthalten sind und da-
l. 
her nicht-li'near eingehen, läßt sich nicht zwingend schließen, daß die 
L /-Ausdrücke für sich verschwinden. 
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10.6.3.5 Diskussion und Schlußfolgerungen 
Das erste und zweite System von Gleichungen, definiert ~n Kap. 10.6.3.3, 
kann getrennt voneinander diskutiert werden, da formal die beiden Systeme 
entkoppelt sind. 
Die konstitutiven Restriktionen (10.193), die Bestandteil des ~E~~~g 
§y~~~ sind, lassen sich nach den Beanspruchungsgrößen 
)1 «;1 11 J~ 
"' ) {) ) 9} (10,195) 
V V V v 
auflösen, wobei diese Größen dann durch die Stoffunktionen rj:; bzw. 1;,, 1:;1 JLt. 
~ V~ 11~ V .lfl "fl 
und F · r {! 1 P. und gegebenenfalls auch {1 und fr dargestellt we"J;"-
den können. Es stellt sich jetzt die Frage, ob sich die Stoffunktionen für 
.". allf .... 1'1 riA 
die höheren Momente {! I jtolfl 1 ;1 etc. aus den Differentialgleichungen 
des ersten Systems identisch herausheben, so daß die Lösungen "i-(e-<,f) , 
d/'eo(,f) und lf !tt;tJ (,.. :-q ~2) unabhängig von der Wahl der Stoffunktionen ..,.. 
für die höheren Momente werden; dann sind diese beliebig wählbar und die 
V 
Lösungen ::;:., d und j_ wären u.a. nur durch die Stoffunktionen ~ bzw. 
l r~;~-t,e) festgelegt. 
Die Analyse, die hier nicht im einzelnen vorgeführt werden soll, zeigt, 
daß sich die höheren Momente - die Menge ( /)1I- H/')- im allgemeinen 
nicht herausheben; ausgenommen ist der quasi-isotherme Fall ~ '/= 0 1 ~ :o::=- ~ • 
~~~~~~~~~~~~~~~-~in_!~~~E~~-=-~~~l~g-~~~-At_:!~~~E~~-~~-~~E_g~~~~:i~~!~~E: 
~~~-~~~E~~-=-~~~~~~~~~~ieE~~ Die höheren Momente sind aus dem ersten 
System von Gleichungen nicht eliminierbar; damit sind explizit~ Angaben 
r-h A__j' fi((J /.fQ((l /1tJ.A 
nicht nur über die Stoffunktionen 1o , sondern auch 'i_f J :.J 1 ~ 
7 1 d und 1\ hängen von dieser Wahl -e.... etc. erforderlich,und die Lösungen 
ab. 
Das ~~~~~~-~y~~~ von Gleichungen, die Verträglichkeitsbedingungen I. 
und 2. Art, muß neben dem ersten System erfüllt werden. Ob dieses realisier-
bar ist, soll zunächst unter der ~"!}~~~ (o<) analysiert werden, daß für 
alle Beanspruchungsgrößen Stoffunktionen spezifizierbar sind. Es müssen 
dann nicht nur die verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen und die 
Entropieungleichung identisch erfüllt werden, sondern auch die Verträgli~h­
keitsbedingungen I. Art, die damit konstitutive Restriktionen~ darstellen; 
~ 
Die Verträglichkeitsbedingungen 1. Art sind wie die Orthogonalitätsbedip-
gungen algebraische Restriktionen für die Beanspruchungsgrößen. 
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andernfalls würden die Verträglichkeitsbedingungen I. Art Verknüpfungen 
zwischen den als unabhängig einstellbar angesehenen Variablen J{ 
und d. f~..:()/""2.) darstellen. 
Die Erfüllung der Verträglichkeitsbedingungen 2. Art kann allerdings 
nicht dadurch erreicht werden, daß sie als identisch zu erfüllende, kon-
stitutive Restriktionen angesehen werden, denn in diesen Differentialglei-
chungen treten vorgegebene aktuelle äußere Einwirkungen auf. Da weiter 
die Lösungen ~ 1 d und ,.d (?M ~1,2) unabhängig von den Verträglichkeits-
bedingungen I. und 2. Art gewonnen werden können und alle Beanspruchungs-
größen bei Vorgabe der Stoffunktionen~ dann bekannt sind, können die Ver-
träglichkeitsbedingungen 2. Art wegen der Präsenz vorgegebener aktueller 
äußerer Einwirkungen nicht erfüllt werden. 
Aufgrund dieser Feststellung ist die Annahme {~J , daß für ~ll~ Bean-
spruchungsgrößen Stoffunktionen angegeben werden können, mit den Verträg-
lichkeitsbedingungen 2. Art nicht kompatibel. 
Es liegt jetzt nahe, die folgende Annahme{/1) zu untersuchen: Für alle 
Beanspruchungsgrößen des ersten Systems - Menge 1/'11- können nach wie vor 
Stoffunktionen spezifiziert werden, nicht aber notwendig für alle Bean-
spruchungsgrößen 
( 11 t)(J H ctJ () I 1 I 
116/.J 
J I 
die nur im zweiten System vorhanden sind. Die Frage ist jetzt, ob die Ver-
träglichkeitsbedingungen I. und 2. Art erlauben, diese II Größen festzu-
legen. Die Analyse der Verträglichkeitsbedingungen I. Art (10.177) zeigt, 
daß diese sechs skalaren Gleichungen nach den sechs Größen 
( 10. 196) 
aufgelöst werden können und daß diese durch die restlichen Beanspruchungs-
größen der Menge H0 , d.i. (lrfo- M;l/) , darstellbar sind. Diese alge-
braischen Beziehungen zwischen den Elementen der Menge H[ff und denen 
der Restmenge (/t1
0
- 1/1!!1.) sind linear. Die fünf Größen 




aus der Menge /f1][ sind also noch nicht festgelegt. Die Verträglichkeits-
bedingungen 2. Art sind noch zu erfüllen, sie stellen aber sechs skalare 
Differentialgleichungen für die fünf Funktionen (10. 197) dar. 
Eine genauere Betrachtung von (10. 180) I zeigt, daß die erste Vektor-
I . . . u>~.S AA:?J Ud 1 
gleichung (10. 180) 1 nach El~mn~eren von ~~ und ~VI ( t;r und 
)1U 
() 
treten nicht auf) eine Bestimmungsgleichung allein für ~3 wird; in ska-
larer Komponentenform stellt dies drei lineare, algebraische Gleichungen 
f .. d. . AA ot J . ( I ) I . . . . . ur ~e zwe~ Größen t;_l dar. Be~ 10~ 80 2 ~st e~n El~mnat~onsprozess 
der Elemente der Menge J1nr nicht erforderlich, hier treten die Elemente 




drei lineare, skalare algebraische Gleichungen für die fünf Größen 
AA(l(.3 A_,~Jj 
ljl und ~~ dar. 
Dieses überbestimmte System 
( 10. 180) 1
1 
- läßt im allgemeinen 
von linearen Gleichungen - insbesondere 
natürlich nur Lösungen zu, wenn die Glei-
chungen linear abhängig sind. Dies bedeutet, daß die rechten Seiten, die 
lineare Funktionen der aktuellen äußeren Einwirkungen sowie der Beanspru-
chnngsgrößen in der Menge /t1z ( 10. 183) und ihrer Ableitungen sind, bestimm.-
te Bedingungen erfüllen müssen. Diese Bedingungen, die hier nicht darge-
stellt werden, sind aber im allgemeinen nicht realisierbar, denn O,ie ~ean­
spruchungsgrößen in der Menge 11r sind )?,~~!:.~~!.~ Lösungen des ersten Sy.stems 
von Gleichungen (10. 182), die in keiner Weise mit den aktuellen äußeren 
Einwirkungen fln [ f- iz.) und (tn f 1-- :J;) im Zusammenhang stehen. Aus 
diesen Betrachtungen ist der Schluß zu ziehen, daß es auch unter ~er An-
nahme {t-3) nicht möglich ist, eine Lösung zu finden, die ~~~~ Bedingungen 
erfüllt. 
Eine dritte~~~~~.{~) soll noch kurz angesprochen werden. Man könnte 
davon ausgehen, daß nicht alle höheren Momente in der Menge #11: , das sind 
die Elemente der Menge (Mr- H/) , durch Stoffgesetze zu charakterisieren 
sind, sondern daß sie z.T. Reaktionsgrößen sind, die im Rahmen der Problemlösung 
zu ermitteln sind. Trifft man diese Annahme, dann ist die Herleitung der 
konstitutiven Restriktionen aus der 2D-Entropieungleichung mit der Coleman-
Noll-Schlußweise im allgemeinen nicht mehr möglich, da über die Abhängig-
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keiten dieser Reaktionsgrößen von den Raten der unabhängigen Zustandvariab-
len nichts ausgesagt werden kann. Die konstitutiven Restriktionen (10. 193) 
etc. sind daher nur noch hinreichende Bedingungen für die Erfüllung des 
Dissipationspostulats. 
Stellt man diesen Einwand beiseite und akzeptiert zunächst die An-
nahme(J') , dann ist das erste System von Gleichungen ( 10. 182) nicht mehr 
unabhängig von dem zweiten System, den Verträglichkeitsbedingungen I. und 
2. Art, lösbar. Läßt man die verschiedenen Wärmeflüsse außer acht, dann 
si~d insgesamt 55 unbekannte Variable vorhanden, und zwar die 42 Beanspru-
chungsgrößen in der Menge Ji , die neun skalaren Größen, charq.kterisiert 
du;L~h ;;.,;! und ,;:!_ sowie ~ und !_ ("M.:::IJ,?,2}. D~m stehen ?iUnächst die 
folgenden 41 Bedingungen zwischen diesen Größen gegenüber: 
f? skalare Bewegungsgleichungen 1. und 2. Art; 
3 verallgemeinerte Energiebilanzgleichungen; 
16 konstitutive Restriktionen~, die es einmal erlauben, e~nen Teil der 
Beanspruchungsgrößen durch andere bzw. die Funktion ~ darzustellen, 
und die ferner die Größen E durch th festlegen; - ;; 
6 Verträglichkeitsbedingungen I. Art, die ebenfalls die Beanspruchungs-
größen verknüpfen und schließlich 
6 Verträglichkeitsbedingungen 2. Art. 
Von der Bestimmthei tsforderung her fehlen 55- 41 = 14 Gleichungen. Dies 
können nur zusätzlich zu definierende Stoffgleichungen für die Beanspru-
chungsgrößen sein. In der Menge (~I- Jf1~) der höheren Momente sind ins-
gesamt 18 Elemente enthalten; man könnte also im Prinzip 14 dieser höheren 
Momente durch zusätzliche Stoffgleichungen charakterisieren, um der Bestimmt-
heitsforderung zu genügen. Diese formale "Abzählungsstrategie" ist aber 
unzureichend, da es im Rahmen der zweiten Strategie keine Kriterien für 
eine geeignete Wahl dieser 14 Stoffunktionen gibt; es besteht also eine 
weitreichende Willkürlichkeit, die sich natürlich auch in den wesentlichen 
Lösungen ::; I er und /l ( ,4<-t :~~c) wiederfinden würde. 
~ 
~ 
Die Restentropieungleichung und die Wärmeflüsse können außer Betracht 
bleiben. 
-217-
Die Analyse hat also gezeigt, daß bei ungleichförmiger Temperatr~rv~rteitung 
über die Schalendicke die ~~~i~~-~~E~~~gie (Kap. 10.6. 1) bei~ J. SGh~le~~ 
theoretischen Konzept nicht zu einem vollständigen, konsistenten System 
von Schalengleichungen führt. Offensichtlich ist die der zweiten St~ategie 
eigentümliche Grundannahme - Verzicht auf eine konsequente Interpretat~op 
durch ein dreidimensionales Ersatzproblem~ - zu schwach, um ohne we~tere 
Annahmen zu einer vollständigen Schalentheorie zu kommen. 
~ 
Dies beinhaltet insbesondere den Verzicht auf die Forderung der Beobachter-




I I. I Kinematische Randbedingungen 
,-..; 
Als kinematis ehe Randbedingungen können auf del;' Randkurve C der momentane 
Ortsvektor ?- und der Direktor ~ vorgeschrieben werden; das sind an einem 
Randpunkt ~aximal sechs skalarwertige Funktionen der Zeit. Durch diese Vor-
--. 
gabe ist die momentane Geometrie des Randstreifens Crz festgelegt. Es sei 
der Verschiebungsvektor der Referenzfläche 
- / o( ~ /p;;;J«,t) - R reo( 1 lA_.., rt:J I t-) := ·r (V / (I LI) 
eingeführt. Ferner se~ e~n rechtshändiges kartesisches Koordinatensystem -auf der Randkurve C in der Ausgangskonfiguration betrachtet, das durch den 
Einheitstangentenvektor ~ , den Einheitsnormalenvektor V , der in Tangen-
tialebene der Referenzfläche am Rande liegt, und den Normalenvektor }9J 
auf der Referenzfläche gebildet wird. Die Zerlegung der Verschiebung ,l( 















)/ .;- F tß 
(1) 
,eingeführt. Da vor Belastung zum Zeitpunkt t-=o 
(I I . 2) 




· -r- ( e()(r o) - Rfe~) 
cl fe~ o) - f;l ((91 ) ( 11.6) 
ist dann generell 
\. 
-- (( C(' (,(,_ e .. ( o) - (:) 
;reotro) .::: 0 
bzw. ( 1 I . 7) 
J/te~o) ::: V fe -ro) =- V /et< o) .:::-0 
(1) I (Y) I ('J) { 1 
F(e~o) :r Fr&;o) =- r(e~o) .::-0 
(-1>} I {i) (.J) 
Mit diesen Definitionen stellen sich jetzt einige übli~he kinematische 







für al~e t 
/(&~rt) .:;::;: 0 
bzw. < l L8) 
V = V :::::: v ::Q 
i 
(4) {v) (J) 
für alle f . 
F=- r F -o J .;;:-
(-:r.) {v) (.]) 
~!~~~ig~-~~g~~~g 
u (&o~, t) - t-=-0 für alle 
( 1 1. 9) 
bzw. 
V= Y ::: v' :-o 
(~) ('I) (J) 
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Darüber hinaus können auch Randbedingungen vorliegen, bei denen nur ~~!!~~!!!!:. 
!5~~~~!!!:.~!! von i: und ~-vorgeschrieben sind, z.B. eine gelenkigß Lagerung 
mit Verschiebungsmöglichkeit tangential und normal zur Randkurve; hier ist 
ntl,l;' 
)I = 0 
{.J) 
zu fordern. 
Anstelle der Vorgabe der Kompon~nten von r- und d b~w. von u_ und / 
können auch zweidimensionale Verzerrungsmaße und Rotationen des Randstreifens 
.._, 
CF vorgegeben werden; auch hiermit ist es möglich, die Geometrien des 
'V 
Randstdfens er implizit bis auf Starrkörperdrehungen festzulegen L-25, s. 43_7. 
Die Umrechnung auf Verschiebungsg!;'Ößen iZ und / ist aber mathematisch sehr 
komplex,und es kann nicht erwartet werden, daß sie analytisch realisiert 
werden kann. 
11.2 Dynamische und thermische Randbedingungen 
Insbesondere bei fortgeschrittenen Schalentheorien sind die dynamischen und 
auch thermischen Randbedingungen nicht so einfach anhand der Anschauung fest-
zulegen, wie die kinematischen. Vom mathematischen Standpunkt her ist es 
notwendig, daß gerade so viele Randbedingungen (kinematische, dynamische 
und thermische zusammengenommen) zur Verfügung stehen, wie sie von der Zahl 
der wesentlichen Lösungsfunktionen und von der Struktur der Differential-
gleichungen her erforderlich sind, um e1ne vollständige und eindeutige 
Lösung zu bekoim:nen. Von der physikalischen Seite her ist es notwendig, daß 
die Herleitung der Randbedingung keine Annahmen enthält, die im Widerspruch 
zu den Annahmen stehen, die bei der Gewinnung der zweidimensionalen Feld-
gleichungen gemacht wurden. Dies läßt sich hier weitgehend dadurch errei-
chen, daß auch bei der Ableitung der Randbedingungen dieselben physikalischen 
Prinzipien wie bei den Feldgleichungen verwendet werden, 
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I I .2. I Der quasi-isotherme Fall (1. schalentheoretisches Konzept) 
Es soll zunächst der Fall konstanter Temperatur bzw. Temperaturinversen über 
die Schalendicke betrachtet werden. 
Während bei Entwicklung der zweidimensionalen Feldgleichungen die Ener-
giebilanzgleichung eines Schalenabschnitts betrachtet wurde, dessen Rand-_, 
streifen CF keinen Punkt mit dem Randstreifen <;,der Gesamtschale gemeinsam 
hatte, wird jetzt ein Schalenabschnitt zugrunde gelegt, dessen Randstreifen 
,."; """ 
zunächst über einen endlichen Bereich ~~F mit dem Randstreifen Cr 
zusammenfällt. Der entsprechende Abschnitt der Referenzfläche sei ofv4 
~"' el.. Dieser Flächenabschnitt sei ferner durch die Koordinatenlinien 1,::;7 unCl 
begrenzt (Abb. 13). 
Die integrale Energiebilanzgleichung des Ersatzprob~ems für einen 
Schalenabschnitt am Schalenrand (Abb. 13) lautet 
= 
./- /.1 r- ~k + itr:~~ r- ~rief~. fr ~ le~ 
( 11' 10) 
r 
t(N. 1\ .-1 A +- ~ -~-~~ rl{ "Cp 









[ ( j..-;: r j,· i} dA 
riA 
I 
J/tcp_, und Aller~ die Leistung der inneren Spannungen ------------------------------------------------------
-ß /c 
wobei Y = ~ ff äußerer Einbei tsnormalenvektor von (!F1 
venabschnitt r/C" ist und ols das Bogenelement von ~~ . 
fl().. hat die entsprechende form. 
U<..F.z, 
auf dem Kur-
fllc die Leistung der vorgegebenen aktuellen Spannungen f:~e auf dem 
--~-~~--~~~---------------------~----------------------------~-~-------
s~~~~E~i~~~~~~~hni!!~~~~~-
.. -= r I-
) 
wobei rJ~~ das Flächenelement des Randstreifenabschnittes ist. 
.:.- 223-
= j qtL r dc-4 
frfi o (!) I 
Ha;cF1 und Lf./Cf.~..- die Wärmeflüsse durch die Randstreifen /CF.., und dC,.::-z ---~---------~~-------------------------------------------------------------
= f 4- K vo( d s 
Fe () 
d-c, J 
il ~ ~-nr;/4: der Wärmefluß durch den Randstreifen #' Cp infolge der lokalen, vorge-
----------------------------------------~--------------------~-----------------_......, "' 
~eb-enen aktuellen Warmeflüsse ('?-~IJ)= {/,'». 
------------------------------------·{1-1).--
Oie Terme in der geschweiften Klammer von (11. tq) sind di~ Bei~räge ipfolgß 
der gedachten Zu$atzeinwirkungeu, a~f die weit~~ ~~ßn eipgßgapgen ~i~qr 
Oie Beiträge ~C~ und H~!Zr müssen nqah aQf Lin~~nintegr~le zurü~~~ 
ge~ührt werden. Mit ((8.)3)\ Teil I) gilt für das geri~htet;:e Ol;>erfläcqen~lement 








Man kann nun zeLgen, daß 
bzw. 
und daher wird 
I. 
fi/JW = R!Jt.0 - e J ~ ~;.Je.> f /8/ ~(f.. 1Sw7., 
Eq ~ei jetzt ~as Koordinatensystem auf dem Randkurvenabschnitt 
füly~;~, u,z. se~ 
tv 
e" - )) .... (Bogenlänge in Ri eh tung )I / 
I'V,Z e .:: s (Bogenlänge auf Randkurvenabschnitt /c ) 
"""J eJ r9 = . I 




ist dann die Transformierte des Flächentensors t.fß~ im Koordinatensystem 
der Randkurve tfc . Speziell ist 
II (Je IJ de 0 'V 
-lfzz. -- :;::;:--(Jw f)s CJ> (11.12) 
Im einzelnen wird 
RfJ(..) 
()e t3 ;)et:d """' JR 'dk" d ';Ir l?.c2.. """ ()§I_ .. () -~ = &s !)5 e ) 
"".t. 
da e die Bogenlänge ist. Weiter ist 
(11.14) 






~ JB/J dB-cv 
= 2;;<1 
~ f),jl ;Je /1 dfJ 6.1 B-w t95 EJ..s tvs de~.. ~et_ 
""c( d;"wtf ""'- N Be e fl.fl .~ 3«'l. 8!4 ~&f d@~ 
"""' ""do< 
- 8c< f. ~l'l R 











Mit diesen Zwischenergebnissen erhält man 
(11.16) 
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und für das Flächenelement ~G)~ in oP~ erhält man 
(11.17) 




~"' 1 t~ t~/~- o~~ J 1 f ~ j4 (4"/" &Jde' ( II ·I~) 
-c y 
-s .. 
als vorg~gebene Randbelastungen anzusehen si~d. 
"..... 
D~r ak.t~eHe Wäl;'mefluß, nol;1llat zul;Il Randstreifen CF , wi,rd 
!~ j 
..V 
111t~ - dtl ~ ~ ds. - Q lt"' iM) rJc (V) CF 
mit .st 
(V 
f i~ ("" "'A J ~ ~- ~~) ~ de I ( 1 1 "1 9) . -
0 - .s- (/V) {v} 
Es bleibt noch,die Leistungsbeiträge der gedachten Zusatzeinwirkungen anzu-
geben. Es wird 
.A 




; - _( t~ I IZ:l) '/:lde; ; :/ ~ [;l,J1;&'t1B~) (11.20) 
~ = 1 j / eo0 [ l'x 1-?e xd) -1- (~("'~xdJ)-i._ 
rrll A ~ 
1- e «~ /_-(- >< ( ~A x d) f f x (d;/1 xcl) j, d: 
- .6 
t-/ (x(~4 x~t-) 
"' J l,. H~ -'\ tlc/1 - r I 0 
1?4 










'o/ 1- ds - ) C (YJ 
( II · f I) 
Damit sind alle Terme in (11. 10) explizit durch Flächen- b~. Linienin~egrale 
dargestellt. Wie bei der Entwicklung der zweidimensionalen Feldgleichungen 
ist auch die Bilanzgleichung ( 11.· 10) durch die Energie-Forderung (S. l 09, 
Teil 1) zu ergänzen, die hier die Form 
,A /1. A A A 1(, A 
w ::: ;v: f- J{ f tlrl 
F 
f f1{ f /1,. f ~L fH~t0: - 0 (11·22) 
annimmt, d.h., die gedachten Zusatzeinwirkungen sollen keinen Beitrag zur 
Gesamtenergiebilanz (11. 10) liefern, und zwar 
(Al) für jeden beliebigen Abschnitt 
(A2) für alle Beobachtersysteme 
am Schalenrand 
(A3) und nicht nur für alle vorgegebenen, aktuel~en äußeren Einwirkungen, 
sondern für alle denkbaren. 
Mit (11··22) wird aus (11. 10) 
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Gilt nun (11.22) unter den Bedingungen (Al) bis (A3), dann gilt auch (11·23) 
unter diesen Bedingungen. Bevor aus diesen Bedingungen Schlußfolgerungen 
gezogen werden, sei in (11.23) die materielle Zeitdifferentiation durchge-




= I f r ~~ { + t - '<!- ; - }72 ;: ; • :;. 
lbJJ -
,L [4s,. i (- i - f'<b ;: - ;"_ ij. ij c( eh 
r- j / t:t!: -[ r~·Nrf 1- f~.N ;J]j c1c1 
rlrA 




Aus der Bilanzgleichl.mg (JJ. 24) läßt sich mit der Forder1,1ng (Al) n<;>ch keine 
SGhlußfolgerl.mg ziehen, denn d~n Linienintegralen lassen sich kein~ Div~~~ 
ganzausdrücke zuordnen. Die rechte Seite von (11.24) l~ßt si~h a~~o ~~eh~ 
un~ttelbar in ein Flächenintegral umformßn. An dieser TaGsa~p~ ~ndert sich 
auch nichts, wenn man zusätdich di~ EnergiebHqnz fijt" ~inan flt!t'{a~ ai\d~re~ 
Integ~ationsbereich ~~/ in Randnähe wählt, so daß der Rand von ~~~~~in~n ,..,. 
l?unkt mi. t der Randkurve C gemein;:;am hat. 
Läßt man jetzt aber den Int;egrationsbereic\1 /r!J gegep. Null gehen~ ind~m 
man P und 'P 11 gegen pl lau:t;en läßt (Abb. 13) und nillllllt an, daß die 
Integranden al~er Integrale stetig und damit oeschränkt sind, was phYtsika-
lisch vernünftig ist, dann lassen sich weitere S9-hlußfolgerun:gen wie f<;>lgt 
gewinnen. 
Zunächst kann wegen der Stetigkeit aller Integranden in (JJ,24) der 
Mittelwertsatz der Integralrechnung angewendet werden. 
Als Mittelwert für ein Linien- und Flächenintegral 






j /fe:e;Jds // dJ 
lc lc 
( II. 25) 
( ft. 
wobei $: f) 2 die Koordinaten eines Zwi schenpunkte~ auf !c sind bzw. 
V V' 
GJ., 1 $ t die eines Punktes in Bereich rfr}} • 
Faßt Inan in (11.24) die F)..äche-o.integra~e z1,1sammen Ul'l.d wep.det de~ Mj.ttel,., 
wertsatz an, dann wird aus (11-24) 
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( II. 26) 
Pc 
( ~ ; ",.". , + ~~r f- ~·Z} .15 
Jc1 /C-l; r/t -=-
"" 
fo(y_ ..6. s1 - { ()/ y~ .6Sz. - L L.\5 




6. rll = f dv4 
rlrA 
LiS - .! ds ( II. 2 7) 1;.<... -
lc.,, ~ 
_6$ :: J ds 
lc 
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Für kleine 6s gi 1t (Abb. 14) 
4 -~ 4 -1 
)) .L.S ~ !iji 
R Lis f-
!ff1 fl ~st ) -1 ( 1 1. 28) 
wobei 
-o( 
y .= YIX I) 
(11.29) 
der äußere Einheitsnormalenvektor auf /C in pl ist, Au~ ( 11. 28) und ( II · 29) 
folgt 
Die äußeren Einheitsnormalenvektoren avf /C1 und ~ Nr 4S .,> P sinP, 
4 1 -t>< // -z 
y - Yoc A - - lifiZ fl 
~ ?oc: ß <'< -1 -1 - ;::: -w~~ V - 11 1'1 ) 
so daß 
" "" A ~ =o Yz - f!lu 
(I 1. 31) 
t 4 z 
~ )IL - 0 - (!j""1' I 
Ferner ist 
~ 
ArA ~ ~ /J.s 0 .:::::=- -
AS4t:' ,6.5 AS-7o 
( 11 • 32) 
Dividiert man jetzt ( 1 J. 26) durch As und führt den Grenzübergang ~s ~ P 
durch, wobei zu beachten ist, daß die Mittelwerte beschränkt sind und in die 
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entsprechenden Funktionswerte 1.m Randpunkt (PI_} übergehen, dann wird aus 





+ ik ·d) 
- ([Ii o(~ ~ f- )f 1,4 cl -r t2 4d1·; 
0 lc<. .., "lrX. () 




( II . 33) 
0 
Diese auf die Länge A.S der Randkurve fc-v bezogene Energiebilanzgleichung 
ist nicht mehr von 4.S bzw . .tJrA abhängig. Umordnung ergibt 
(I I . 33 )1 
f --
Ohne auf die Einzelheiten jetzt eingehen zu müssen, liefert die Invarianz-
forderung (A2) die folgenden Aussagen: 
Invarianz gegenüber gleichförmig translatorischen Bewegungen des 
Beobachtersystems ergibt 
0 ( JJ. 34) 
und Invarianz von (11·33)' bei Übergang an einem rotierenden Beobach-
tersystem liefert 
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M~~ (11~34) wird daraus 
( 11. 35) 
Diese beiden Aussagen lassen sich unmittelbar physikalisch interpretieren~ 
Die Gleichung (11.34) besagt, daß die Resultierende aller Kräfte am ~apd7 
streifen des Schalenabschnitts cfcJ1{c)cfi..,.o)verschwindet und (11.·35) b.e-
deutet das Verschwinden des resultierenden Momentes. Es ist offensichtlich, 
daß diese zweite Forderung auch dann erfüllt ist, wenn der ( ... ) -Ausdruck 




( 1 }. 36) 
wobei -~--~i~-~~~~-~~~~~~~~~~~-~~~!~~~i~~. der auch identisch verschwinden 
kann. Damit vereinfacht sich (1 1·33) 1 zu 




Di~ B~dingung (I 1·34) ist eine der gesuchten dynamischen Randbedipg~n~en 
und (11· 36) eine zweite, d~e aber ~rst dann volls~änd~g ist, Wßnn ~ ?ß~anpt 
ist. Die weiteren Überlegung~n zielen also darauf ab~ die Größe ~ f~~~zu~ 
l~ge1;1. 
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Zunächst sei darauf hingewiesen, daß die Forderung (A3) hinsichtlich der 
Energiebilanzgleichung (1 1.33)
1 
unter bestimmten Bedingungen zu weiteren 
Aussagen führt. Geht man davon aus, daß die aktuellen, eingeprägten Ragcl-
größen ;:n 1 ~ und -{ unabhängig von den Geschwindigkeiten :J: und d 
o wJ tJ 
sind und beachtet weiter, daß die Stoffunktionen für !);1 11111 f 014J ljfK~ t;l, ~2'3 
und J."'- voraussetzungsgemäß von diesen Raten unabhängig sind, dann sind F 
() 
und at in (11.33) 1 lokal unabhängig einstellbare Größen. Durch Manipulier-
barkeit der aktuellen mechanischen und thermischen Einwirkungen können näm-
lich Bei gleichen Verteilungen von '7" 1 d und 1 örtlich und zeitlich lokal 
verschiedene Raten dieser Größen erzeugt werden. 
I Mit (A3) folgen daher aus ( 11··33) die folgenden Bedingungen 
- 0 




0 (I 1.·39) 
/J-:? 
Die Gleichungen (11.38) stellen die dynamischen Randbedingungen dar und (11.39) 
ist. die thermische Randbedingung. Unter den oben angeführten Voraussetzun-
gen ergibt sich also 
( JJ, 40) 
Die Energie-Forderung (11. 22) für die gedachten Zusatzeinwirkungen lautet 
1.m einzelnen 
1\ 1\ 1\ A 'A 1\ 1\ II 
w ~ f 1/~_ r- Htc~ i- ~ f Hr r ~~ f ~tc; F 
= j /f:" 
II ;( II 












-i f /t>! f 
dr/1 
o .. 
Hier $ei vorausgeset~t, daß alle In~egr~nden stetig und damit a~ch be~ 
schränl<,t sind. 





die von .L15 bzw. LlA unabhängig ist. Die Forderung nach Beobachterinva-
rianz (A2) ergibt: 
Invarianz gegenüber gleichförmig translatorischen Bewegungen liefert 
"' -/111 D auf (I I • 42) 
0 
und Invarianz gegenüber rotatorisehen Bewegungen des Beobachter-
systems führt auf 
0 auf (11.43) 
bzw. mit (I I. 42) 
auf (I !.44) 
Die Bedingungen (I 1.42) und (11.44) stellen das Kräfte- und Momentengleich-
"' 
gewicht der gedachten Randspannungen ~ auf /C~ dar. Mit anderen 
Worten: Die gedachten Randspannungen {~ auf ~CF sind selbstequilibriert. 
Die Gleichung (I 1.44) ist dann und nur dann erfüllt, wenn 
"' 
(I h 45) 
A 
wobei~ nicht notwendig verschwindet und daher noch unbestimmt ist. Damit 
vereinfacht sich die Bilanzgleichung ( 1. 1. 41) zu 
0 ( l I , 46) 
A 
Wenn keine weiteren Aussagen über "Je gemacht werden können, dann kann man 
A . 
~ so fes~legen, daß (11.46) identisch erfüllt wird. Damit ist dann auto-
matisch der Forderung (A3) genügt. 
Die dynamische Ra~dbedingung ( II .' 38)2 und damit die Aussage ,h_ =- 0 
kann noch auf anderem Wege abgeleitet-werden. Ausgangspunkt ist die Bewe-
gungsgleichung 2. Art (E-2), die für einen Punkt im Innern der 
Schalenfläche ~gilt. Es"werde ein Abschnitt cf~l der Referenzfläche 
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entsprechend Abb. 15 
0 I 
betrachtet, dessen Randkurvenabschnitt tJ C. parallel ,..., 
der Randkurve C verläuft. Integriert man über diesen Bereich die Bewe-
gungsgleichung 2. Art und wendet den Gaußsehen Integralsatz für Flächen an, 




.J-1 !__. fltJ~,A -
I 1 -'1/(J(. 
rlt I+ _pC I riC 1 
" (1 ~~ 
.. ,. ... 
ds 
Das Linienintegral über dC 1 bedeutet im Dreidim~nsionalen 
~~ [ f/tl~" ~1/q.~ -t-r{aJ}~ ds 
sr 




( II. 48) 
Es wird jetzt angenommen, daß die Spannungsverteilung des dreidimensionalen 
Ersatzproblems im Innern der Schale stetig ist; das bedeutet insbesondere, 
daß die Spannungen bei Annäherung an den Rand stetig in die Randwerte über-
gehen; im dreidimensionalen Ersatzproblem gilt aber auf J>~p 
tk, - + lk.. 








~Das ist gleichbedeutend mit dem Gren2;übergang: Ab~tand /C 1 up.d tJ'?} ~ 0 "' 
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Mit sr-
1"'1 Jl "' "'!<.... /U1 - ( 16?-) 8 d&J 
4 
-s ( II. 50) 
sr 
J 
1\ J t~ ( #;z.) 11;._ ~ J dB 1 1u -
"" -s-
wird also 
(I 1. 5 I) 
1 ;f 1 ( 2, -f r~) is I 
"j?( I I 
Division von (II· 47) durch 4S und gleichzeitiger Grenzübergang von .6S->o 
und rfC 1~ /c führt mit (11.51) unter Beachtung der Beschränktheit des 
Integranden des Flächenintegrals auf 
(I 1. 52) 
A 
Diese dynamische Randbedingung enthält die gedachten äußeren Einwirkungen ~. 
Die- Unabhängigkeitsforderung (S. 108, Teil I) verlangt jetzt, daß auch 1.n 
den Randbedingungen der zweidimensionale Feldgleichungen die gedachten äußeren 
Einwirkungen nicht auftreten; dementsprechend muß man hier 
auf (11.53) 
fordern. Diese Bedingung ist offensichtlich mit ( II· 44) verträglich. Zer-
" 
legt man i7 aufC.die Basis (iji>L) d) , dann ist aus (11. 44) und (11·45) zu 
schließen, daß m höchstens eine von Null verschiedene Komponente haben 
1 -
darf, nämlich die Komponente in Richtung d (vergl. (11.44)), Mit (11.53) 
ergibt sich also, daß auch 
( 11 .54) 
-241-
zu verlangen ist. Dieses Ergebnis läßt sich direkt anschaulich deuten. 
,j. -
Die Komponente von ~~ in Richtung d stellt eine Schubspannung im Rand-
streifenabschnitt fCF dar. Nimmt man an, daß die Verteilung dieser Kompo-
A. 
nente punktsymmetrisch ist (Abb. J16), dann ist ~ von Null verschieden; 
eine solche Verteilung würde am Rande der Schale zu einer Dickenänderung 
der Schale durch die g~~~~~~~g Zusatzrandspannungen führen. Die Bedingung 
(JJ.S4) schließt diesen Einfluß vernünftigerweise aus. 
Damit wird also die unter speziellen Voraussetzunge~ gefundene Aus-
sage -I<;; 0 bestätigt. Es bleibt noch zu untersuchen, welche S<;:hlußfolge-
rungen aus der integralen Entropieungleichung am Schalenrand ~4 zieh~n 9~nd. 
Die integrale Entropieungleichung des Ersatzproblems, angewandt auf 
einen Teilabschnitt (Abb. 13) am Rand der Schale, lautet 





wobei die Entropiezufuhr infolge der gedachten Zusatzeinwirkungen durch 
(I I. 56) 
-/ ~ ;f 0 0 ds 
rJc (P) 
-242-
gegebep ist. Im Unterschied zu (9.6) ist hier noch der Entropiefluß 
f"'c"" auf o · 
1\ 
zu berücksichtigen. Die Entropie-Forderung verlangt jetzt, 
uV = 0 
I 
(llr57) 
d.h. die gedachten Zusatzeinwirkungen sollen keinen Beitrag zur Cesamt-
entropiebilanz liefern, und zwar 
(BI) für jeden beliebigen Schalenabschnitt 
(B2) für alle Beobachtersysteme und 
(B3) für alle aktuellen äußeren Einwirkungen , 
Es ist auch hier erforderlich, den Grenzübergang .1S ~o bzw. ,6,c/:f...:;.o 
l.n ( II ·55) und ( II ·57) durchzuführen. Dabei wird vorausgesetzt, daß die 
Integranden der Flächenintegrale stetig und damit beschränkt bleiben. Mit 
( II ·56) folgt aus (I !. 55) nach Division durch 4 S und dem Grenzübergang 





f~ <:: 0 CU/ c < 1 1 ... 5 s) {VJ 
und entsprechend folgt aus ( II. 57) 
" ~A C) aurc (11.59) 0 C) 
(!.!) 
Da voraussetzungsgemäß 
;1 > 0 0 } 













Die aus Energiebetrachtungen folgende thermische Randbedingung (11.39) 
;! 
ist verträglich mit ( II .58) 1 und sogar weitergehend. Wegen ~ ~ o ist 
auch die aus energetischen .Überlegungen gewonnene Forderung (11.46) in 
Übereinstimmung mit (11·59) 1 . Aus der Entropie-Ungleichung und der Entro-
pieforderung ergeben sich also keine neuen Aussagen. 
Bei den hier dargelegten Ableitungen war davon ausgegangen worden, 
~ ~ 
daß auf dem Randstreifen tf'C;= der aktuelle Wärmefluß tf~e bzw. sein 
7 M 
Integral ~ vorgegeben ist. Alternativ ist es hier aber auch 
{•) 




der Wärmefluß ~ aufgeprägt werden und damit ist dann auch ein zusätz~ 
if A A 
licher, gedachter Wärmefluß f hier nicht möglich, d. h. jle = 0 
M {N) 
. Das 




i~t formal auch jetzt gültig, nur 
~ond~rn eine Pefinitionsgleichung 
Randbedingungen. 
ist es keine Bediqgungs~leichung ~eh~, .., ' 
für 4 . Sie entfällt daher in den 
(/; 
1!.2.2 Der quasi-isotherme ~all (2. schalenth~oretisches Kon~ept) 
Beim 2. schalentheoretischen Konzept wurde bei der Herleitung der zwei9~men~ 
sionalen Feldgleichungen u.a. von der Energie-Forderung, den lokalen drei-
dimensionalen Bilanzgleichungen des Ersatzproblems und einer weiteren Hypo-
these über die gedachten Zusatzeinwirkungen ausgegangen. Bei der Ableitung 
der Randbedingungen wird daher analog verfahren, wobei hier jetzt aber kon-
sequent auch alle Randbedingungen des dreidimensionalen Ersatzproblems 
benötigt werden. 
Der schon in Kap. 11.2. I durchgeführte Grenzübergang 





Mit der gyE~~~~~~ (vergl. S. 148, Teil I) 
daß auch die gedachten ~usatzeinwirkungen bzw. ':f" 1 ~ 
unabhängig von :f- und J gewählt werden können, 
und 
führt dann die Forderung (A3) (S. 229), die die beliebige Einstel1barkeit 





Die Bedingungen sind verträglich mit der Invarianzforderung (A2). Sie sind 
schon in Kap. I 1.2. I mit anderen Argumenten gewonnen worden. Hier soll aus 
ihnen mit Hilfe der Randbedingungen des dreidimensionalen Ersatzproblems 
die zweidimensionalen Randbedingungen der Schale entwickelt werden. 
f'Cr: lauten -x (vergl. Die Randbedingungen des Ersatzproblems auf 
(11·49)) 
N 1"\ 




'V /{ ) 
{/l<. ::: fr;. -r ~1( 
( II. 61) 




bzw. 1~ der von außen aufgeprägte aktuelle bzw. gedachte 
(/v) 




Mit den Definitionsgleichungen (11··20) und (11·21) und wegen (11.61) 
dann zunächst 
sr-
1 ~ ( IZ~) ~~-dG J -
-s~ 
.st 
J (~-/,.) (~,f<ds' 
:l{ 







1 i ( 117,_/~~r/ a I ß:- ~)(Lf(JJjf/ 
-..s- -s-
Daher wird mit den Ergebnissen von Kap. 8. I, Teil I, 
_!f-
j j l_ t/i,_/'de 'ds "" J ~~ d4_ 
lc -s- rfcr-









Berücksichtigt man weiter (I I. 18) und (I J, 19), dann läßt sich die rechte 
Seite von ( 11.·62) schließlich darstellen durch 
A r ~ f!'Y-1- /J'J IV #} - !/ ;r/"'- r 4 vt/.L 1- {2 'd ~ - ;} ( II ,·64) .., 
A. "V 
/ /d. /} 
/1-t, - -4v Val 4 
0 " 0 {I& (v) I J 
Beachtet man noch den Bezeichnungswechsel 
)fJt<) = 
() 
dann hat man mit (11.60) schließlich als dynamische und thermische Rand-
bedingungen 
~-Jj 6/fl ~o( /-1 A"(.l - f 1/Jßci]>Jt,-
"V l m_ - 0 .,t 1 d/o( 0 ( II. 65) 
[ )IQ(t1 - )1K;J- J(J "" j "., '>~~. -I- :t d lo(. f f! dj~- ~ ,.:::::::-0 
f IJ Y;l """ ,{_ - 0 (1!.66) 
() 
(V) 
Diese Randbedingungen stimmen erwartungsgemäß mit den Randbedingungen 
des I. schalentheoretischen Konzeptes (JJ,·38) und (11.39) überein. 
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1 1.2.3 Der nicht-isotherme Fall 
Es wird hier der allgemeinere Fall 
(11.67) 
d.h. ungleichförmige Temperaturverteilung über die Schalendicke, betrach-
tet. Aufgrund der Ergebnisse in Kap. )0.6 werden nur die Randbedingungen 
für das 2. schalentheoretische Konzept entwickelt. 
Es ist zunächst wesentlich, festzustellen, daß die Annahme 1 ::/; o , 
~ F 0 keine Konsequenzen für die Form der integralen Energiebilanz-
gleichung und der Energie-Forderung des Ersatzproblems hat. Aus der Ener-
gie-Forderung ergeben sich also auch unter den Voraussetzungen (11.67) 
die in (1 1. 38) und (1 1·39) bzw. (11.65) und (11.66) angegebenen Randbedingungen. 
Während im quasi-isothermen Fall die Entropieungleichung und die 
Entropie-Forderung zu keinen weiteren Bedingungen führt, sind hier jetzt 
weitere Aussagen zu erwarten. Die integrale Entropieungleichung des Ersatz-
problems für einen Teilabschnitt der Schale am Rand lautet 
-J /ff?)r(f-<f)f(l-~J}~ ds 
Jftr!t~ 
(11.68) 
-J {f[J) 1(.11) 1!{/l)jds 





.vf- =elf (ft" r -[rfeiiitl ~-(t-N;Jj)j 
1-(!-e, T- [t/r, ·flJ/s'-(~ ·ilf/sj)~ 
,~-(17< r -ftt·iif){s'J'f_~.i/j)SJ}f jttA 
-J ( f,f~) ~({j) ,~-(jj)? ds J 
rf c"" tJV rv tv 'j 
wobei 
Die Entropie-Forderung bedeutet 
I\ 
~~ 0 
( II. 69) 
( 11.·70) 
(11.71) 
unter den Bedingungen (BI) bis (B3) (vergl. S. 242 ). Nach Division durch 
1.\S und Grenzübergang 4S4o ergibt sich aus (11.·68) mit (11.71) 
0 (11.72) 
und aus ( I I . 71) folgt 
A ,..( 
;'\ 
Av ;( -1- {A f- 4A - () (11.73) I 
0 
0 ., "' l <.. (J-;J ~) (v) 
-249-
Mit der gleichen Argumentation wie ~n Kap. 10.3 wird hier die ~YE~~~~~~ 
gemacht, 
"" daß die gedachten thermischen Einwirkungen fn.. bzw. ,d unab-
hängig von den 1\ eingestelltwerden können.<.v; 
~ 
Daher führt die Bedingung (B3) (vergl. S. 242), die die beliebige 






- 0 I 
(11 .. 74) 









Das Ergebnis für h1 :;-0 war schon aus der Energie-Forderung entwickelt 
worden. Hier werden als neue Aussagen zwei weitere thermische Randbe-
dingungen gewonnen: 
f"V 
4 cl- yo<. 4 - 0 
" ," M ""' 
"" ~c ' 
t-<JJ. ~ ,__ 0 .t ()_ ,t -
(v) 
Diese Bedingungen sind verträglich mit (1 1.72). 
Anstelle der Wärmeflüsse lassen sich auch hier wieder die Größen 1
1 
1 1 0 auf C vorschreiben, aber natürlich nicht zugleich die zugehöri-
"" gen Flüsse /v 
. . r":? 
l~ch, gem~schte 
(vergl. dazu S. 243). Darüberhinaus ist es formal mög- ~ 
thermische Randbedingungen vorzugeben, z.B. t}' ~ und 'f 
Physikalisch 
"') 
dürfte eine solche Randbedingung aber schwer zu interpretieren 
sein. 
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I 1.2.4 Umformung der dynamischen Randbedingungen 
In Kap. 9. I. 5 war beim Beweis des ~ ~Theorems für das I. schalentheoreti-
sehe Konzept vorausgesetzt worden, daß sich die (dynamischen) Randbedingun-
gen in den Variablen (9.73) darstellen lassen. Damit treten dann in den 
Randbedingungen keine Stoffunktionen für die Momente 2. Ordnung auf. Dies 
bestätigt man leicht, indem man ln den dynamischen Randbedingungen (11.38) 
die Zerlegung ( (8. 77), Teil I) für dh< einführt und entsprechend den 
Definitionsgleichungen (9.71) zusammenfaßt. Man erhält aus den dynamischen 
Randbedingungen (I 1.38) 
[hv tl~- fJ d ]~ "" fJo< +- p? )11 - 0 () 
0 
(11.75) 
[ f;!t K~ ~rß a-] ~ ""' r;d.. 7-- 1'h - 0 ,., 
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12. Zusammenfassender Rückblick und abschließende Bemerkungenx 
Ziel der Abhandlung ist es, einen neuartigen Weg der Herleitung zweidimen-
sionaler Bilanz- und Stoffgleichungen für thermoelastische Schalen belie-
biger Geometrie und bei großen Verformungen unter Berücksichtigung thermo-
dynamischer Prinzipe zu erproben. Ausgangspunkt dieser mathematischen 
Entwicklung ist die Auswertung der Forminvarianz der integralen Energie-
bilanzgleichung gegenüber Wechsel des Beobachtersystems und die Auswertung 
der integralen Clausius-Duhem Entropieungleichung entsprechend der Inter-
pretation in der modernen Kontinuumsthermodynamik (Coleman-Noll-Schlußweise). 
Die Einbettung der Herleitung der zweidimensionalen Schalengleichungen in 
diesen thermodynamischen Rahmen erlaubt, eine thermodynamisch konsistente 
$chalentheorie zu entwickeln. 
Es ist bekannt, daß die klassische Mechanik nur für makroskopische 
Phänomene eine physikalisch adäquate Theorie ist; deshalb sollten ihre 
Basisgesetze oder Axiome für Körper mit endlich großem Volumen formuliert 
sein (2a, S. 228). Aus diesem und anderen Gründen haben integrale Bilanz-
gleichungen im Vergleich zu lokalen eine umfassendere, übergeordnete Be-
deutung (Kap. I, Teil I). Es war daher in früheren Arbeiten /-92_7 zunächst 
das Ziel verfolgt worden, eine Schalentheorie ohne expliziten Rückgriff 
auf lokale dreidimensionale Bilanz- und Stoffgleichungen zu entwickeln. 
~eben der übergeordneten Bedeutung der integralen Bilanzsätze war auch ein 
weiteres Argument, daß approximative Theorien wie die Schalentheorie die 
~!~~~i~~~~~~-1~~~1~~ Bilanzgleichungen nicht exakt erfüllen, so daß diese 
nicht als axiomatische Basis genommen werden sollten. 
Für den Fall eines linearen Verschiebungsansatzes über die Schalendicke 
und isotherme Bedingungen gelang es L-92_7, ein vollständiges, zwe~­
dimensionales Gleichungssystem aufzustellen. Dazu wurde allein die Form-
invarianz der integralen, für einen endlich großen Schalenabschnitt (Abb. II) 
formulierten Energiebilanzgleichung unter Verwendung eines "abgeschwächten" 
Lokalisierungspostulatxxausgewertet,und für die zweidimensionalen Stoffglei-
chungen wurde ein ~iE~~~~! Ansatz gemacht und der Forderung der Beobachter-
Die folgende Darstellung schließt an die Kapitel I, 2 und 7 von Teil I 
an, präzisiert an einigen Stellen die dort beschriebenen Vorstellungen 
und erläutert u.a. verschiedene Abwandlungen des ursprünglichen Konzeptes. 
Das Lokalisierungspostulat bedeutet, daß die integralen Bilanzgleichungen 
nicht nur für den gesamten betrachteten Körper gültig sind, sondern für 
jeden beliebigen Teilbereich. 
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invarianz unterworfen. Diese zweidimensionalen Stoffgleichungen verknüpfen 
die über die Schalendicke gewichtet gemittelten Spannungen (Momente 0., 
;:;;:: (e<>~, t) und d /e(J{, t) ' I. und 2. Ordnung) mit den kinematischen Größen ' r• / 
die entsprechend dem linearen Verschiebungsansatz die Schalenbewegung und 
-verformung charakterisieren. Die Entropieungleichung wurde hier nicht be-
rücksichtigt. 
Dieses Konzept läßt sich aber nicht ohne ~·7ei teres auf komplexere Ver-
schiebungsausätze und insbesondere nicht auf ungleichförmige Temperaturfelder 
erweitern (vergl. Kap. 2.2, Teil 1), da es in dieser Form selbst bei Be-
rücksichtigung der Entropieungleichung nicht hinreichend viele zweidimensio-
nale Bilanzgleichungen liefert. 
Besonders offensichtlich ist dieser Mangel bei einer wärmeleitenden, 
aber nichtdeformierbaren Schale. Eine konsequente Verfolgung des ursprüng-
lichen Konzeptes würde hier nur eine integrale Bilanzgleichung (Energie) 
und die integrale Entropieungleichung liefern, die aber nicht genügen, \venn 
eine ungleichförmige Temperatur über die Dicke des Wärmeleiters anzunehmen 
ist L-93_7. 
Eine strikte Beibehaltung des Konzeptes, das Lokalisierungspostulat 
abzuschwächen, um ausschließlich von integralen Bilanzgleichungen aus-
zugehen, erscheint nicht realisierbar (Kap. 2.2, Teil 1). Es stellt sich da-
mit die Frage, ob es möglich ist, die abzuleitenden approximativen zweidi-
mensionalen Schalengleichungen als Bestandteil einer exakten dreidimensio-
nalen Theorie, die den Rückgriff auf lokale Bilanzgleichungen erlaubt, zu 
interpretieren. Dabei sind neue Begriffsbildungen erwartungsgemäß nicht 
auszuschließen, denn diese neue dreidimensionale Theorie kann nicht mit der 
ursprünglichen dreidimensionalen Theorie , die es zu ersetzen gilt, identisch 
sein. 
In Kap. 2.2 und 7, Teil I wird dazu ein physikalisch motiviertes Kon-
zept skizziert, das zunächst für einen starren Wärmeleiter analysiert wurde 
[93_7 und das dann in dieser Abhandlung für eine thermoe-lastische Schale 
mit verschiedenen Abwandlungen erprobt wird. Der wesentliche Gesichtspunkt 
ist dabei, die Ansätze für die Verschiebung und die Temperatur oder Tem-
peraturinverse als i~~~E~-~~~~~~~i~~h~-~~~~-~~~E~~~h~-~~~~g~~~~i~g~~g 
aufzufassen, die in einem Q~~~~~~~~~~Ei~~~~ durch ~~~g~~!i~h~2_g~~~~h!~ 
g~§~E~-~~~~~E~~~g~~. die zu den aktuellen äußeren Einwirkungen hinzukommen, 
exakt zu realisieren sind. Dabei ist allerdings nicht von vornherein klar, 
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welche Typen von gedachten äußeren Einwirkungen zu den aktuellen hinzu-
kommen müssen, um die inneren Zwangsbedingungen zu realisieren. Es ist 
naheliegend anzunehmen, daß es Einwirkungen vom gleichen Typus sein 
müssen, wie sie im aktuellen Problem vorliegen, also stetig verteilte 
Volumenkräfte und Wärmequellen bzw. -senken in der Schale und Belastungen 
und Wärmeflüsse auf den Schalenlaibungen und dem Schalenrand. Darüber hinaus 
werden abe·r auch stetig verteilte, gedachte Volumenmomente berücksichtigt. 
Ob dieses System zusätzlicher gedachter Einwirkungen ausreichend ist, muß 
dann die Analyse zeigen. 
Es wird also zunächst ein neues, um die Zwangsbedingungen und Zusatz-
einwirkungen erweitertes dreidimensionales Problem betrachtet, für das 
lokale, um die gedachten Zusatzeinwirkungen erweiterte Bilanzglei-
chungen gelten sollen. Zu seiner eindeutigen Charakterisierung sind 
allerdings noch Forderungen an die gedachten Zusatzeinwirkungen zu stel-
len, die u.a. so beschaffen sein sollen, daß sich das erweiterte drei-
dimensionale Problem auf ein zweidimensionales reduziert, zu dessen 
Lösung die Kenntnis der Zusatzeinwirkungen nicht erforderlich ist. 
Im Blick auf die integrale Energiebilanzgleichung und die integrale 
Clausius-Duhem Entropieungleichung werden die physikalisch unmittelbar 
einleuchtende ~~~Eßi~:!~E~~E~~g (A) und ~~~E~Ei~=~~E~~E~~g (B) an die 
gedachten Zusatzeinwirkungen gestellt. Diese integralen Forderungen be-
sagen, daß die Zusatzeinwirkungen keinen Beitrag zur Energiebilanz bzw. 
Entropiebilanz eines Schalenabschnitts, der durch die Laibungen und einen 
Randstreifen begrenzt ist, liefern sollen, und zwar 
(I) für jeden beliebigen Schalenabschnitt, 
(2) für alle zugelassenen Beobachtersysteme 
(3) und nicht nur für vorgegebene, aktuelle, äußere Einwirkungen, sondern 
auch für alle denkbaren. 
Diese Forderungen sind durch zwei ebenso einleuchtende mathematische 
Rahmenbedingungen - die Unabhängigkeits- und die Bestimmtheitsforderung 
(Kap. 7, Teil I) -zu ergänzen, Dieses neue, um die gedachten Zusatzein-
wirkungen erweiterte dreidimensionale Problem soll als ~E~~!~EE~~l~~ 
bezeichnet werden. Den hier angedeuteten Forderungen an die gedachten 
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Zusatzeinwirkungen und den beiden Rahmenbedingungen kann allerdings nicht 
angesehen werden, ob sie ausreichen, um ein vollständiges System von 
Schalengleichungen zu gewinnen, sondern dies muß die im I. und 2. Teil 
dargestellte mathematische Analyse zeigen. 
Im ersten Teil dieser Abhandlung werden zunächst nur die Energie-
Forderung und die Energiebilanzgleichung sowie ihre Forminvarianz ausge-
wertet, um zweidimensionale Bewegungsgleichungen zu gewinnen. Vorausgesetzt 
wird dabei ein linearer Verschiebungsansatz über die Schalendicke. Zwei 
unterschiedliche Vergehensweisen werden dabei verfolgt. 
Bei dem l~-~~h~l~~~h~~E~~f~~h~~-~~~~~E! wird von dem ursprünglichen 
Konzept des dreidimensionalen Ersatzproblems insofern abgegangen, als 
hier· auf die lokalen, dreidimensionalen Bilanzgleichungen (Impuls, Drall, 
Energie) des Ersatzproblems nicht explizit zurückgegriffen wird; es wird 
nur für irgendeinen Schalenabschnitt die Gültigkeit der integralen Energie-
bilanzgleichung einschließlich der gedachten Zusatzeinwirkungen und die 
integrale Energie-Forderung an die Zusatzeinwirkungen sowie ihre Formin-
varianz unterstellt. Das bedeutet, daß hier für das dreidimensionale 
Ersatzproblem das Lokalisierungspostulat abgeschwächt wird. Die Auswertung 
der energetischen Forderungen und Invarianzbedingungen zeigt, daß die 
Bedingungen an die Zusatzeinwirkungen nicht ausreichen, um der Unabhängig-
keitsforderung zu genügen. Eine weitere, physikalischAplausible integrale 
Forderung an die Zusatzeinwirkungen ist notwendig ( /J~ - 0 
(8.70), Teil !).~Damit liefern dann diese Forderungen die folgenden zwei-
dimensionalen Schalengleichungen: Die Bewegungsgleichungen I. und 2. Art, 
die reduzierte, zweidimensionale Energiebilanzgleichung und eine alge-
braische Bedingung für die Momente der Spannungen, das ist die sogenannte 
Orthogonalitätsbedingung, die als konstitutive Restriktion aufzufassen 
ist; eine Symmetrie der Momente der Spannungen läßt sich hier nicht ablei-
ten. 
Es stellt sich dann die Frage (Kap. 9.3.2), ob dieses Ergebnis auch 
gewonnen werden kann, wenn dem ursprünglichen Konzept eines dreidimensiona-
len Ersatzproblems ohne Abschwächung des Lokalisierungspostulats gefolgt 
wird. Eine Analyse, die von den lokalen, dreidimensionalen Bilanzgleichungen 
ausgeht und die entsprechenden integralen Forderungen an die gedachten 
Zusatzeinwirkungen ausgewertet, bestätigt dies. Das bedeutet, daß diesen 
X 
Dies läßt sich als die Forderung interpretieren, daß die gedachten Zusatz-
einwirkungen keinen Beitrag in der Drehimpulsbilanzgleichung der Schale 
liefern. 
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Bilanzgleichungen des I. schalentheoretischen Konzepts auch ein 3D-Ersatz-
problem der ursprünglichen Konzeption zugeordnet werden kann. 
Bei dem ~~-~~~~!~~!~~~E~!i~~~~~-~~~~~E~ wird die Erfüllung der Energie-
Forderung für alle denkbaren aktuellen Einwirkungen (bzw. alle zulässigen 
thermomechanischen Prozesse) zum Ausgangspunkt genommen; darüber hinaus wirdhier 
im Unterschied zum I. Konzept von vornherein die Gültigkeit lokaler, dreidimen-
sionaler Bilanzgleichungen des Ersatzproblems explizit vorausgesetzt. Mit 
der weiteren Annahme, daß bestimmte Integralwerte der gedachten Zusatzein-. . . 
Wirkungen von den kinematischen Größen ~ dJ ~« 1 ~~unabhängig gewählt werden 
können(S. 149, Teil 1), erhält man aus der Energieforderung eine Reihe von Bi-
lanzgleichungen für die Zusatzeinwirkungen, die über die beim I. schalentheo-
retischen Konzept ermittelten hinausgehen. Hit den lokalen 3D-Bilanzgleichungen 
desErsatzproblems lassen sich daraus dann Bewegungsgleichungen I. und 2. Art, 
eine reduzierte zweidimensionale Energiebilanzgleichung und die sehr wei~­
gehenden Symmetriebedingungen für die Momente der Spannungen ableiten, die 
ebenfalls den Invarianzbedingungen genügen. Der Vergleich der beiden Konzepte 
zeigt, daß sowohl Unterschiede in den zweidimensionalen Bilanzgleichungen 
für die Schale wie auch in den konstitutiven Restriktionen für die Momente 
vorhanden sind; eine genaue Betrachtung zeigt, daß diese Unterschiede primär 
auf den Symmetrieeigenschaften der Momente beruhen. 
Weiterhin ist festzustellen, daß die Auswertung der energetischen Forde-
rungen nur sieben skalare Differentialgleichungen liefert. Der lineare Ver-
schiebungsausatz beinhaltet aber sechs unbekannte Funktionen (je drei Kompo-
nenten von r-(13~t} und Jt&1f)) und die angenommene quadratische Verteilung 
der Temperaturinversen Jl über die Schalendicke enthält die drei gesuchten 
Funktionen {;(e1t) //11.:: C'td, l.. • Für den quasi-isothermen Fall (d.i. ~~ 0, 
~ =01 ~ ..:=- 0) x~, also gleichförmige Temperatur über die Schalendicke, stehen 
deshalb gerade so viele Differentialgleichungen zur Verfügung wie Lösungs-
funktionen gesucht werden, so daß der Bestimmtheitsforderung genügt wird; 
für den allgemeinen nicht-isothermen Fall ist die Bestimmtheitsforderung 
aber noch nicht erfüllt; weitere Differentialgleichungen sind erforderlich. 
Der Vergleich der beiden Konzepte führt auf eine Reihe von Fragen 
(Kap. 8.4, Teil I; Kap. E, Teil 2), deren Klärung aus der Auswertung der 
integralen Clausius-Duhem Entropieungleichung und der Entropie-Forderung an 
die gedachten Zusatzeinwirkungen zu erwarten ist. Diese Analyse ist Gegen-
stand des zweiten Teils. 
X II 
/j ist die Inverse der mittleren Wandtemperatur 
(J 
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Der Unterschied in der Erfüllung der Bestimmtheitsforderung legt nahe, 
die weitere Auswertung für die beiden Konzepte in zwei Schritten 
- entsprechend dem quasi-isothermen und allgemeinen nicht-isothermen 
Fall - vorzunehmen. 
Im g~~~i:i~~~~~E~~~-~~!! wird bei beiden schalentheoretischen Kon-
zepten das ursprüngliche, dreidimensionale Ersatzproblem, das nicht nur 
die Gültigkeit lokaler dreidimensionaler Bilanzgleichungen beinhaltet, 
sondern auch eine lokale, dreidimensionale Entropieungleichung, abge-
wandelt, indem eine lokale, dreidimensionale Entropieungleichung nicht 
vorausgesetzt wird. Das Lokalisierungspostulat wird also für die inte-
grale Entropieungleichung im Rahmen des Ersatzproblems abgeschwächt. 
Dadurch kann auf die klassischen dreidimensionalen, thermoelastischen 
Stoffgleichungen, die die identische Erfüllung der lokalen Entropieun-
gleichung und der lokalen Bilanzgleichungen voraussetzen, nicht zurück-
gegriffen werden. Diese Annahme soll einige neue Einsichten in die 
Struktur zweidimensionaler Stoffgleichungen für die Schale erlauben. Es 
wird also bei beiden Konzepten ein <i.:i.E.~~~~!.-~Ill!'!~~ für die zweidimensio-
nalen Stoffgleichungen, die die Momente der Spannungen mit den kinematischen 
Variablenundder mittleren Wandtemperatur der Schale verknüpfen, gemacht. Von 
diesem Ansatz wird nur verlangt, daß er forminvariant gegenüber Beobachtertrans-
formationen ist; sonstige Struktureigenschaften werden nicht vorausgesetzt. 
Die Auswertung der Entropie-Forderung an die gedachten Zusatzein-
wirkungen und die Auswertung der integralen Clausius-Duhem Entropieunglei-
chung entsprechend der Coleman-Noll Schlußweise unter Berücksichtigung 
der Unterschiede in den zweidimensionalen Bilanzgleichungen und in den 
konstitutiven Restriktionen für die Momente der beiden Konzepte ergibt eine 
Reihe bemerkenswerter Ergebnisse (Kap. 9.3). Die wichtigsten Aussagen, die 
zugleich die für den quasi-isothermen Fall in Kap. E aufgeworfenen 
Fragen beantwortet, sind im folgenden zusammengestellt. 
(I) Die Entropie-Forderung an die gedachten (thermischen) Zusatzeinwirkungen 
erlaubt zunächst,den Entropiebeitrag dieser Zusatzeinwirkung aus der 
integralen Entropieungleichung zu eliminieren. Ansonsten ergibt sich 
beim 1. schalentheoretischen Konzept keine weitere Bilanzgleichung für 
die Schale, die auch im quasi-isothermen Fall nicht erforderlich ist. 
Beim 2. schalentheoretischen Konzept wird die Entropie-Forderung aufgrund 
vorher abgeleiteter energetischen Bedingungen an die thermischen Zusatz-
einwirkungen identisch erfüllt. 
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(2) Die Auswertung der integralen Clausius-Duhem Entropieungleichung für 
alle zulässigen thermomechanischen Prozesse entsprechend der Colaman-
Noll Schlußweise und unter Beachtung der Unterschiede in den zweidimen-
sionalen Bilanzgleichungen etc. der beiden schalentheoretischen Konzepte 
liefert unterschiedliche Restriktionen für die zweidimensionale~ Stoff-




Bei Vorgabe der mittleren Massieuschen Funktion cfo 
und der Momente 2. Ordnung 11~~ der Spannungen sind die Stoffunktionen 
il ti;J .4..; tl jJ 
der anderen Spannungsmomente ~7 1 ~~ etc. und der integrierten inneren 
Energie festgelegt. Für die Momente 2. Ordnung ergeben sich aber 
bei beiden Konzepten keine Einschränkungen. 
Das ~ -Theorem: Die Wahl der Stoffunktionen für die Momente 2. Ordnung 
ist ohne Einfluß auf Lösungen -r- (B ~ f/ d/B~t} und j (6>~ t) 
diese Momente können deshalb über eine Konvention beliebig festgelegt 
werden, z.B. als verschwindend definiert werden. 
Mctß Jv141A () ~ )j Jo< 
Die Beanspruchungsgrößen (Momente) b. ; _..., 
10 
bzw. () etc. 
sind wegen des ~-Theorems bei beiden schalentheoretischen Konzepten 
ambivalent. 
(6) Partielle Äquivalenz: Beide schalentheoretischen Konzepte führen auf 
identischen Lösungen für die Schalenverformung /1"(8 )t) 1 CL(IJ~f) 
und die mittlere Temperaturinverse /\ I e~, f), sofern die mittlere 
f) 
Massieusche Funktion~ dieselbe ist; dies gilt unabhängig von der 
Konvention für die Momente 2. Ordnung. Die Momente der Spannungen 
/;1~~ fjt'fl etc. sind dagegen im allgemeinen nicht identisch, selbst 
~ AA«ß 
wenn man die gleiche Konvention für die Momente 2. Ordnung ~~/ 
bei beiden Konzepten wählt. Allerdings lassen sich Linearkombinationen 
d 
.ut</1 AAOl/J f1ol/l 
er IJ' J l':;t 1 t etc. als neue Momente einführen, die durch Ab-
leitungen der Massieus.chen Funktion rPa festgelegt sind, so daß dann 
in diesen neuen abhängigen Variablen Übereinstimmung besteht. 
(7) Vollständige Äquivalenz: Beide schalentheoretischen Konzepte führen 
auf identische Lösungen nicht nur für die Schalenverformungen und die 
lAo(fJ 
Temperaturinverse, sondern auch für die Momente rr I m=q-1/C. etc.' 
11\; I 
wenn der nichtminimale kinematische Variablensatz de oder ~ in den 
Stoffunktionen eingeführt, die verschärfte Beobachterinvarianz für die 
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m~ttlere Mass~eusche Funktion gefordert und eine geeignete Kon-
vention der Momente 2. Ordnung für beide Konzepte gewählt wird. Hier 
sind alle Momente symmetrisch. Momente und nichtminimale kinematische 
Variablen sind konjugiert. Die so erzielten Stoffgleichungen für die 
Momente stimmen mit jenen überein, die man durch Integration der klassi-
schen dreidimensionalen, thermoelastischen Stoffgleichungen erhält. 
(8) Es ist bemerkenswert, daß das zweite schalentheoretische Konzept und 
auch das erste unter gewissen Voraussetzungen auf symmetrische Momente 
der Spannungen führen, obgleich die Spannungen unsymmetrisch sind.~~ 
Hierfür konnten erklärende Gründe angegeben werden (Kap. 9.3.2). 
(9) Aufgrund des ft -Theorems ist, vergleichbar mit dem klassischen, 
dimensionalen Problem, nur eine Potentialfunktion - hier die mittlere 
Massieusche 
gebend. 
Funktion t<f. 'tq - für die mechanischen Stoffgleichungen maß-
Diese Ergebnisse sind zum Teil unerwartet und auch nicht ohne weiteres durch 
andere Argumentationen einsehbar. Hier sind insbesondere 
die Symmetrieeigenschaften und Ambivalenz der Momente der Spannungen, 
die Äquivalenzeigenschaften der beiden schalentheoretischen Konzepte 
und die unter gewissen Voraussetzungen erhaltene Überstimmung der 
Stoffgleichungen für die Momente der Spannungen mit den Beziehungen, 
die man durch Integration der klassischen, thermoelastischen Stoff-
gleichungen erhält, 
zu nennen. Eine Diskus'sion und Interpretation ist in Kap. 9. 3 enthalten 
und soll hier nicht wiederholt werden. Eine generelle, beachtenswerte 
Feststellung soll hier aber noch angefügt werden. 
Die Unterschiede in den Bilanzgleichungen - den Bewegungsgleichungen 
I. und 2. Art und in der reduzierten Energiegleichung- des I. und 2. 
schalentheoretischen Konzepts beruhen primär auf einigen Unterschieden in 
den Annahmen hinsichtlich der gedachten Zusatzeinwirkungen. Diese Unter-
schiede hätten leicht zu dem voreiligen Schluß führen können, daß auch die 
Lösungen differieren. Dieser Schluß ist natürlich insofern verfrüht, als 
~X 
D. h., es ist nicht nur die integrierte Größe ~R <fl ""' _.).s/ff'g ~ de 
beobachterinvariant, sondern auch die Massieusche Funktion ~ . 
Es werden gedachte Volumenmomente angenommen, die die Unsymmetrie der 
Spannungen zur Folge haben. 
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die Stoffgleichungen in den Vergleich noch mit einbezogen werden müssen. 
Wesentlich ist nun aber, daß die thermodynamische Einbettung der beiden 
Konzepte dazu führt, daß eine enge Verknüpfung zwischen den Bewegungs-
gleichungen und der Energiegleichung einerseits besteht, die Form dieser 
Bilanzgleichungen aber andererseits über die identisch zu erfüllende 
Entropieungleichung für die Restriktionen der Stoffgleichungen bedeutsam 
ist. Diese Verknüpfungen machen verständlich, daß das 1. und 2. schalen-
theoretische Konzept bei unterschiedlichen Bilanz- und Stoffgleichungen 
zu identischen Lösungen für die Verschiebungen und die Temperatur führen 
konnten. Damit zeigt der Vergleich der beiden Konzepte für den quasi-iso-
thermen Fall, daß man die approximativen Bilanz- und Stoffgleichungen ~iner 
Schale nicht unabhängig voneinander entwickeln sollte. Allerdings sollte 
man nicht unterstellen, daß allein die thermodynamische Einbettung eine 
wechselseitige Bedingtheit der Bilanz- und Stoffgleichungen einer Schalen-
theorie bewirkt. Eine Verflechtung ist ebenfalls gegeben, wenn die approxi-
mativen Gleichungen einer rein mechanischen Schalentheorie aus einem Varia-
tionsprinzip gewonnen werden, dasals Euter-Lagrangesche Gleichungen die 
Bewegungs- und mechanischen Stoffgleichungen liefert. 
Beim allgemeinen ~i~~~=i~~~~~E~~~-~~11 liefern die energetischen Be-
trachtungen noch nicht hinreichend viele zweidimensionale Bilanzgleichungen 
für die Schale, denn hier sind die zwei weiteren Lösungsfunktionen~(e7~und 
')/ll.ij gesucht. Die Gewinnung dieser Bilanzgleichungen aus der Entropie-Forderung 
an die gedachten Zusatzeinwirkungen stellt hier einen wichtigen, neuen Ge-
sichtspunkt dar. Wie im quasi-isothermen Fall werden auch hier die beiden 
schalentheoretischen Konzepte nebeneinander verfolgt und die Gültigkeit einer 
lokalen, dreidimensionalen Entropieungleichung wird zunächst nicht unter-
stellt. Wesentliche Fragen sind, ob auch in diesem Fall ein vollständiges 
System von Schalengleichungen für beide Konzepte gewinnbar ist und ob sich 
hier ähnliche Struktureigenschaften wiederfinden lassen, wie sie im quasi-
isothermen Fall bestehen. 
Zunächst stellt sich heraus, daß die Entropie-Forderung (B) und ihre 
Nebenbedingungen (Bl)-(B3)nicht ausreichen, um weitere Bilanzgleichungen 
zu gewinnen, wenn man nicht ergänzende Forderungen (Kap. 10.3) an die gedach-
ten thermischen Zusatzeinwirkungen stellt. Diese Situation ist vergleichbar 
der bei der Auswertung der Energie-Forderung. Mit diesen ergänzenden For-
derungen an die thermischen Zusatzeinwirkungen erhält man aus der summari-
schen Entropie-Forderung gerade so viele weitere integrale "entropische" 
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Bilanzgleichungen für die gedachten Zusatzeinwirkungen, wie Entwicklungskoeffi-
zienten A der Temperaturinversen vorhanden sind, und zwar drei. Dies ist 
-1tv 
formal gesehen zunächst eine Bedingung mehr, als für die Erfüllung der Bestimmt-
heitsforderung nötig ist. Unterstellt man jetzt die GÜltigkeit einer lokalen, 
dreidimensionalen Energiebilanzgleichung, die entsprechend dem dreidimensiona-
len Ersatzproblem um die gedachten Zusatzeinwirkungen erweitert ist, dann 
lassen sich durch Integration und Elimination die drei entropischen Bilanz-
gleichungen auf eine Form bringen, in der die gedachten Zusatzeinwirkungen 
nicht mehr enthalten sind. Bei diesem Prozess muß aber zwischen dem 1. und 2. 
schalentheoretischen Konzept unterschieden werden: 
Beim l~-~~g~~E! werden aufgrund unterschiedlicher Voraussetzungen zwe~ 
Strategien betrachtet. Die ~E~!~-~!E~!~gi~ geht explizit davon aus, daß 
auch dem 1. Konzept ein 3D-Ersatzproblem im ursprünglichen Sinn zugeordnet 
werden kann, so daß hier der lokale dreidimensionale Impuls- und Drehimpuls-
satz gilt. Damit wird hier von der lokalen, E~~~~~~E!~g Energiebilanzgleichung 
des Ersatzproblems ausgegangen. Bei der ~~~i!~g-~~E~!~g~~ wird wohl die 
Gültigkeit der lokalen, gi~~!:E~~~~i~E!~ Energiebilanzgleichung des Ersatz-
problems unterstellt, nicht aber seine Invarianz bei Beobachtertransforma-
tionen. Das heißt unter anderem, daß die Erfüllung des lokalen dreidimensio-
nalen Impuls- und Drehimpulssatzes nicht verlangt wird; diese Annahme ent-
spricht der Vergehensweise des I. schalentheoretischen Konzepts bei der 
Auswertung der integralen Energiebedingungen (Kap. 8.2, Teil 1). 
Beim ~~~~~g~~E! wird von der lokalen E~~~~i~E!~g Energiebilanzgleichung 
des Ersatzproblems ausgegangen, so daß hier konzeptgemäß die Gültigkeit der 
übrigen lokalen Bilanzgleichungen des Ersatzproblems impliziert ist. 
Zunächst sollen hier die Ergebnisse beim ~~-~~g~~E~ dargestellt werden. 
Man erhält aus den drei entropischen Bilanzgleichungen für die gedachten ther-
mischen Zusatzeinwirkungen drei Differentialgleichungen, aus denen die gedachten 
thermischen und die mechanischen Zusatzeinwirkungen eliminiert werden können und die 
invariant gegenüber Beobachtertransformationen sind; diese Gleichungen können 
als über die Schalendicke gewichtet gemittelte Energiebilanzgleichungen auf-
gefaßt werden. Wesentlich ist, daß in diesen Bilanzgleichungen noch weitere 
H~f] AAP<fJ 
Momente der Spannungen mit höherer Ordnung ( .J 
1 
~I und andere) auftreten, 
als sie im quasi-isothermen Fall vorhanden sind und auch in den Bewegungs-
gleichungen der Schale auftreten. Für diese werden geeignete zweidimensionale 
Stoffgleichungen verlangt, die die integrale Entropieungleichung identisch 
erfüllen müssen. Die Analyse des 2. schalentheoretischen Konzepts, insbeson-
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dere die der integralen Entropieungleichung unter Berücksichtigung der umge-
formten entropischen Bilanzgleichungen des 2. Konzepts, liefert folgende 
Ergebnisse: 
(1) Das System von Differentialgleichungen erfüllt die Bestimmtheitsforderung, 
denn die reduzierte zweidimensionale Energiebilanzgleichung der Schale 
und die erste entrepisehe Bilanzgleichung sind identisch. 
(2) Die Auswertung der integralen Entropieungleichung liefert summarische 
Restriktionen für die mechanischen Stoffunktionen, Verknüpfungen 
zwischen den Momenten ,!:. 1 111.:-q/1', L der inneren Energie und s1, und 
eine Restentropieungleichung für die integralen Wärmeflüsse. Bei Vorgabe 
dermittleren Massieuschen Funktion r/J und der symmetrischen Anteile 
.. ud/IJJ ui~11J J.1 r.e,a) 
aller hoheren Momente der Spannungen ~~ . ~-r ) u etc. sind 
• • M(<iß) /1/()(P)~ 1 1 J (. .,. /1./1..33 
d~e symmetr~schen Momente r0t /::1{.3~) /:1 Jrx) und 1.: r ; 1 J " 1 PI o 
konstitutiv festgelegt. Für die symmetrischen Anteile der höhere~ 
JA (o<.fJ) 
Momente ~/ etc. ergeben sich keine Einschränkungen; insbesondere 
sind diese nicht aus einem Potential ableitbar. 
(3) Ein Theorem - analog dem )(I-Theorem der quasi-isothermen Theorie -
existiert nicht, da sich die Momente höherer Ordnung nicht aus dem 
~~ _7 und ... }. u. = CJ.t rt, L Problem eliminieren lassen: Die Lösungen für ' ~ ~ '~ 
hängen von den Stoffunktionen der höheren Momente ab. Die Stoffglei-
chungen für die Momente höherer Ordnung sind damit nicht beliebig 
wählbar, wenn eindeutige Lösungen für f=, d und ~ angestrebt werden. 
(4) Durch ~~~~-~~~~~E~-~~~~~g~~g können zusätzliche Einschränkungen für 
die Stoffunktionen der höheren Momente gewonnen werden: Es wird verlangt, 
daß über die Voraussetzungen des dreidimensionalen Ersatzproblems 
hinaus die integrale Entropieungleichung nicht nur für alle äußeren 
Einwirkungen, die den inneren Zwangsbedingungen genügen, erfüllt wird, 
sondern auch fi.lr a).le nur denkbaren Einwirkungen. Unter dieser Annahme kann 
gezeigt werden, daß die lokalen dreidimensionalen Spannungs-Verzerrungs-
beziehungen identisch sind mit den klassischen,thermoelastischen Stoff-
gleichungen. Aus diesen können durch Integration über die Schalendicke 
alle zweidimensionalen mechanischen Stoffgleichungen gewonnen werden; 
s~e sind verträglich mit den summarischen Restriktionen. 
(S)Für diese mechanischen Stoffgleichungen sind im Unterschied zum quasi-
isothermen Fall und zum dreidimensionalen Fall drei Potentialfunktionen 
- Integrale der Helmholtz Funktion (freie Energie) ~ 1 #1-r-fP, II, L - maß-
gebend. 
-262-
Die Analyse des l~-~~~~l~~~~~~E~~i~~~~~-~~~~~E~~ mit der ~E§!~E-§!E2!~~~­
ist jetzt relativ einfach. Man erhält auf etwas anderem Wege dasselbe System 
von zweidimensionalen Schalengleichungen wie beim 2. schalentheoretischen 
Konzept. Unter anderem bedeutet dies, daß die schiefsymmetrischen Anteile 
der Momente der Spannungen entweder in den Gleichungen nicht auftreten oder 
nachweislich verschwinden. 
Die Analyse mit der ~~~!~~~-~~E~~~g~~ ist komplexer. Die entropischen 
Bilanzgleichungen für die gedachten thermischen Zusatzeinwirkungen werden 
mit der lokalen, ~i~~~=E~~~~i~E~~~' dreidimensionalen Energiebilanzgleichung 
des Ersatzproblems umgeformt. Man erhält damit drei Bilanzgleichungen, die 
die gedachten thermischen Zusatzeinwirkungen nicht mehr enthalten, dafür aber 
noch die aktuellen und die gedachten Volumenkräfte und -momente. Wegen der 
Unabhängigkeitsforderung ist hier jetzt zusätzlich zu verlangen, daß die ge-
dachten mechanischen Zusatzeinwirkungen keinen Beitrag in diesen umgeformten, 
entropischen Bilanzgleichungen liefern (S. I79 ), unabhängig von der Wahl 
des Beobachtersystems, Ferner sollen die entropischen Bilanzgleichungen selbst 
forminvariant gegenüber Beobachtertransformationen sein. Mit diesen Bedin-
gungen und einer xeiteren Forderung an die gedachten mechanischen Zusatzein-
wirkungen (i.e.;!-Md,::::::.l:5).m::-qtf{Z-, Gl. (IO.l59)) erhält man aus den umgeformten 
entropischen Bilanzgleichungen vier Gruppen von Gleichungen: Die sogenannten 
verallgemeinerten Bewegungsgleichungen I. und 2. Art, die verallgemeinerten, 
reduzierten 2D-Energiebilanzgleichungen und die verallgemeinerten Orthogonali-
tätsbedingungen. In diesen Gleichungen sind alle gedachten Zusatzeinwirkungen 
eliminiert. Es handelt sich hier um jeweils drei Gleichungen, wobei die erste 
('M =o) jeder Gruppe schon aus den früheren energetischen Analysen zum I. schalen-
theoretischen Konzept bekannt ist. Die Gleichungen für m.= Z und 3 stellen dagegen 
neue Aussagen dar. Diese Ergebnisse unterscheiden sich in ihrer Struktur 
wesentlich von denen des 2. schalentheoretischen Konzepts. Natürlich sind 
die Momente der Spannungen nicht symmetrisch, insbesondere aber treten Bewe-
gungsgleichungen höherer Ordnung auf, in denen aber auch nur Zeitableitungen 
2. Grades der kinematischen Größen 7'- und d vorhanden sind. Wegen der Viel-
zahl der Momente der Spannungen erlaubt die Auswertung der integralen Entro-
pieungleichung auch nur "summarische" Restriktionen für die Momente. 
Dieses System von Gleichungen wird auf seine Verträglichkeit mit der 
Bestimmtheitsforderung analysiert. Die tlberprüfung zeigt, daß sich aus diesen 
Gleichungen mit den verschiedensten Annahmen über die zweidimensionalen Stoff-
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gleichungenkein vollständiges, konsistentes System von Schalengleichungen 
gewinnen läßt, sofern man auf radikale und formale ad hoc-Annahmen verzichtet. 
Offensichtlich ist die Grundannahme, die Erfüllung dreidimensionaler lokaler 
Impuls- und Drehimpulsbilanzgleichungen nicht zu unterstellen und damit vom 
ursprünglichen Konzept eines dreidimensionalen Ersatzproblems abzuweichen, 
zu schwach, um ohne weitere ad hoc-Annahmen zu einer vollständigen Schalen-
theorie zu kommen. 
Zusammenfassend ist damit für den nicht-isothermen Fall festzustellen, daß 
das 2. schalentheoretische Konzept und die I. Strategie beim I. schalen-
theoretischen Konzept zu demselben vollständigen, thermodynamisch konsistenten 
System von Bilanz- und Stoffgleichungen für die Schale führen. Die zweite 
Strategie beim I. schalentheoretischen Konzept liefert dagegen kein voll-
ständiges, konsistentes Gleichungssystem. Wegen der höheren Momente, die 
sich nicht aus den beiden Konzepten eliminieren lassen, sind Annahmen not-
wendig (S. 138ff.),die über die der quasi-isothermen Theorie hinausgehen. 
Damit finden sich wesentliche qualitative Eigenschaften der quasi-isothermen 
Theorie hier nicht wieder. 
Eine Abgrenzung gegenüber anderen Entwicklungen thermodynamisch be-
gründeter Schalentheorien ist in der Einführung zu Teil I erfolgt und 
braucht nicht wiederholt zu werden. Hier soll aber noch auf einen 
direkten Vergleich der abgeleiteten Bewegungs- und Stoffgleichungen mit 
den entsprechenden Gleichungen entkoppelter oder rein mechanischer Theo-
rien, die die gleichen kinematischen Ansätze verwenden, hingewiesen werden. 
Da diese Theorien L-12, 22, 25 7 eine komponentenweise Darstellung mit 
materiellen Koordinaten in der Ausgangskonfiguration (Lagrangesche Ko-
ordinaten) verwenden, ist eine entsprechende Darstellung noch erforder-
lich (Anhang 9). Geht man von den Bewegungsgleichungen I. und 2. Art des 
I. schalentheoretischen Konzepts aus, und entwickelt sie bezüglich der Basis-
vektoren ~ 
1 
;(::.1,~ und ll.) der Ausgangskonfiguration, dann findet man eine 
vollständige Übereinstimmung mit den Ergebnissen von Habip L-22 _7, sofern 
Symmetrie der Momente Mq~ll 1 'U1.:()t!Z. unterstellt wird. Unter bestimmten 'ltf I 
Voraussetzungen ist dies ja beim I. schalentheoretischen Konzept zulässig 
(Kap. 9. I .7). Übereinstimmung ist auch bei den dynamischen Randbedingungen vor-
handen. Unter gewissen, nur approximativ zu erfüllenden Voraussetzungen 
stimmen ebenso die mechanischen Stoffgleichungen überein. Der Vergleich zeigt 
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auch eine vollständige Übereinstimmung mit den Bewegungsgleichungen von 
Pietraszkiewicz L-25_7. Damit ist die von Pietraszkiewicz gemachte Fest-
stellung, daß in den Gleichungen von Habip und Ebcioglu r12., 22 7 bestimmte 
Terme unzulässigerweise ignoriert werden, nicht zutreffend; vielmehr hat 
Pietrazkiewicz nicht berücksichtigt, daß in seinen Gleichungen gewisse Terme 
sich herausheben. Mit den dynamischen Randbedingungen von Pietraszkiewicz 
besteht keine Übereinstimmung; hier scheint in L-25_7 ein systematischer 
Druckfehler vorzuliegen. In den mechanischen Stoffgleichungen ist Über-
einstimmung zu finden, sofern isotherme Prozesse angenommen werden (Anhang9). 
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Anhang (4): Minimalität des kinematischen Variablensatzes 
Im folgenden $Oll die Minimalität (Nicht-Reduzierbarkeit) des kinematischen 
Variablensatzes 
X:=( a.~,A - at4~ ) ~(IL) d«'j$ I 4 I af} 
f - ;;:. d_/K d·d) - ~"' ·~~ :;;,d ?'-• d;.d ) (t;( ) J{)(, J ) 
gezeigt werden. 
Der Übersichtlichkeit wegen sollen zunächst folgende Definitionen 
eingeführt werden: 
c", ::::::. -?""I 'I elJ. =- d T ,_, 
o.t /:: 7;,z, 
J 
CJ ,' .: d 
wobei c, _,{ $~"'1 s ,(. dreidimensionale Vektoren sind. Ferner se~ 
V 
e~ne skalarwertige Funktion dieser fünf Vektoren, und es sei ;t invariant 
gegenüber eigentlich orthogonalen Transformationen:!!:, d.h. 
,,, 
Mit dem Cauchyschen Representatipnstheorem (Kap. 9.1.2) beweist man, daß 
dann of nur eine Funktion der 
Skalarprodukte 
und der Spatprodukte I 
ist. Wie in Kap. 9. I. 2 gezeigt, lassen sich die Spatprodukte durch die 
Skalarprodukte Ci· Ci und durch ~ ' ( ~x~) ersetzen. Die Vektoren 
Cotl S,, ~ sollen linear unabhängig sein und eine rechtshändige Basis 
bilden, d. h. 
c.-1 , c z,t x cJ) > o 
~ Primär sind dies Beobachtertransformationen 
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In Kap. 9.1.2 wurde schon erläutert, daß die 15 Skalarprodukte C';_i :cq',' 
keine minimale Integritätsbasis bilden, denn die Elemente c$1-'f- I Cf.s- .:::- CS1t-
und L'..):l- der symmetrischen Matrix (c~~) 
I 
~.., clz ct:~ c_,~ C'--t.r 
K e.~~ C'.tJ ~f' t',~. .r 
~ I( c.JJ c.~r 
)(_ X- ><. 
)( >(. X 
lassen sich durch die übrigen Elemente vollständig darstellen. Sind bei-
spielsweise c;,~ und Cj orthogonal, so daß 4 und /' L,f" entsprechend 
- ('?4 c'? .,1- C,,e, ~ r- t'fJ /1 /' - (.] ~'I-
z; - ~J c.J Ce ::: ~ -1- ~.l c~ .,t-
entwickelt werden können, dann ist 
= 
etc. 
Dieses Beispiel demonstriert die Abhängigkeit der Elemente ~~ etc. 
Die eigentliche Frage ist, ob die übrigen Skalarprodukte in der 
Matrix (C:.,~.) eine minimale Integritätsbasis bilden. Zunächst ist offen-
sichtlich, daß die Elemente 
nicht weiter reduzierbar sind, da C1 1 C.t; und ~ als linear unabhängig voraus-
gesetzt wurden. Betrachtet man die Elemente 
dann ist deutlich, daß auch dieser Satz von Skalarprodukten nicht reduzier-
bar ist, sofern nur C~ ~ ~~ nicht ständig während des Deformationspro-
zesses in einer der Ebenen liegt, die von je zwei der drei Vektoren ~/ ~,C~ 
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aufgespannt werden. In diesem Fall würde eine Verknüpfung zwischen den 
Elementen der obigen Untermatrix bestehen.~ 
Entspr.:_chendes gilt auch für die Skalarprodukte (!ts-1 Cl.:-; {,,r. 
Hier darf C'4""" nicht ständig in einer der Ebenen liegen, die von je zwei der 
vier Vektoren C11 ···; Cf aufgespannt werden. 
Tiamit ist gezeigt, daß die Skalarprodukte 
) I 
, 
'( = ~ II/ ) .s-
unabhängig voneinander, d.h. nicht weiter reduzierbar sind, sofern nur 
alle durch je zwei der fünf Vektoren ~ , •• 1 ~- aufgespannten Ebenen ver-
schieden voneinander sind. Diese Voraussetzung dürfte aber i,a, gegeben sein. 
Andernfalls würde hier eine besondere kinematische Einschränkung bestehen. 
~ 
Man setze z; = II c.., r-(J c.t und berechne dann c11f I 0 f) t.;'f" " 
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Anhang (5): Beweis der Äquivalenz der integrierten 3D-Stoffgleichungen 
und der direkt abgeleiteten 2D-Stoffgleichungen 
Die thermodynamischen Restriktionen für das allgemeine thermoelastische 





Mit (3. 33), Teil (l) wird 
man kann daher ciie freie Entropie auch als Funktion der EKL auffassen, 
so daß aus (A5. I) II )'{ 




rp ( t J(L ; /{ ) 
J 
folgt; hierbei werden EKL und E1K- obwohl zahlenmäßig gleich - als 
Insbesondere ist dann zunächst 
1( ;;$ ~ d/) 
g~ i cYEK(J T dCf1o< (A5.3) 
unabhängig angesehen. 
Die Momente sind definiert als ((8. 19), Teil I) 
sf 
1w M «;t jG T~(&) - 117 d& /111 ::: q ~ .<.. (A5.4) 
141 J -s-
und daher liegt die Definition 
sr 
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f 1f f"~' (e/d& 
-s-
(AS. 4) 
nahe_. Wegen der Voraussetzung konstanter Temperaturverteilung über 
die Wanddicke 
(AS.S) 
ist dann mit (A5.3) 
(A 5. 6) 
.Unter Benutzung des {1 -Tneorems, einer geeigneten Konvention für 
die Momente 2. Ordnung und der verschärften Beobachterinvarianzforderung 
für die mittlere Massieusche Funktion cPo wurden nun zweidimen-
sionale Stoffgesetze für die Momente abgeleitet, die ~~~~ri~~he Momente 
liefern, und zwar 
/.1 ;.; 
f; «ll 1 g 1 ( dt/i + dtk ) - --











Es sei noch angemerkt, daß 
sf 
11 ci;J. 
::::::::- f /f 1 t-"fl f f'!JJ (fJ/'d& lh1 
-;s- (A 5. 8) 
.:;+-
(! ()((3 /ff r~/1> (g)d~ - H + 
~ -s 
und da entsprechend (A5.7) symmetrisch ist, muß das Integral 
/lf (A5.9) 
verschwindenx. 
Es ist jetzt zu zeigen, daß das Integral (A5.6) der 3D-Stoffgleichung 
den zweidimensionalen Stoffgleichungen (A5.7) äquivalent ist. 
Dazu wird nachgewiesen, daß die rechte Seite von (A5.7) auf dieselbe 
Form wie die rechte Seite von (A5.6) gebracht werden kann. Mit (,,47) 
ist 
+ 




&>4 4 /lfi - df0 ~r< de (AS. 11) d f «;J ~?< ---S 
=., ,, ' 
x Das bedeutet nicht, daß notwendigerweise identisch verschwindet. 
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s;f- N 
4 I !f'~ C)rj; ;) EI('- de ·= it<. d~4_ 9E«ß -s-
sr- 11/ 
4 I ff 3~ dr/; d Erl~ cl& -- !i~ p;:r- ~ E.. ~ll 
'»< ."_s- ......______.._ 
r!: ;; {&) ~ 
st 




Einsetzen in (A5.7) bestätigt die Behauptung der Gleichheit der 
rechten Seiten von (AS. 6) und (AS. 7). 
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Es muß noch gezeigt werden, daß auch die 
w 





















mit den entsprechenden zweidimensionalen Stoffgleichungen (9.98) 
1./ (AS. 16) 




übereinstimmen. Hierbei ist 
.s f- J./ 




wird dann aus (AS. 18) 
Han beachte, daß bei diesem formalen Integrationsprozeß E,(3 
und c;J~ nicht als unabhängig angesehen werden. Der gesuchte Nach-
weis wird geführt, in dem die Gleichheit der rechten Seiten, z.B. von 
(A5.t4) und (A5.16), nachgewiesen wird. 
Es wird für /1'1 =0;4 
st- Al 
94"' 4 I yG 5' drP c(f) (AS. 19) - -





Einsetzen von (A5.21) 1n (A5.16) und Beachtung von 






zeigt schließlich die Äquivalenz von (A5.14) und (A5.16). Der Nachweis 
der Gleichheit von (A5.15) und (AS.I 7) erübrigt sich. 
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Anhang (6): Konjugierte Variablem im I. schalentheoretischen Konzept 
Die Ableitung konjugierter Variablen soll hier einschränkend nur für das 
I. schalentheoretische Konzept erfolgen. Für diesen Fall ist die vollständig 
reduzierte, zweidimensionale Energiebilanzgleichung gegeben durch ((8.84), 
Teil IJ und die Elementarleistung W~ hat die alternativen Formen (vergl. 
(8.84), Teil 1): 
'W/ 
4<., :-= ~.-Q d -1- !./3- r- §2 4 -;;~ + C2/JJ ]·d ?f,A _, /~ 
-1- [ 11 «;J ?- 11 ~ff,J f Q/Jd J. , -!- j;.; t:J j()( -1 /o(. 0 
+[ f(«<,F ijo/1- • r- r- !!;J t?lJ . ~~ "' ;()(_ ,/., d;cl. 
H t((3 - 0 - -....--r • ..,., 
o /rx I/!. 
11 ()(;J ( - . (A6. I) .f .!. d;jJ ) 1 tXIK' ~ß -1- ~ I /(I( 
f )j?<f!. ( ~ ~ 
.2- d/.;( • ~ß ) 
f. a/l>r- ..! d6 ~;3) rr';3·d +-e; I 
f C2 ~ ( ._ I 
-? d;IJ. Cl f-
- . ~/!>) d 
• 
-1- i fJ • Qcl·o[ - .;z + 1/;a .. 
Nach Elimination der aktuellen, von außen eingeprägten Wärmequellen bzw. 
-senken und der Wärmeflüsse auf den Schalenlaibungen in der 2D-Entropieun-
gleichung (9a9) tritt diese Elementarleistung auch in der umgeformten 
2D-Entropieungleichung (9.11) auf. Es war nun davon ausgegangen worden, daß 
die kinematischen Variablen durch die 12 unabhängigen Größen 
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a.,i(j3 - ~"" , 'Yjp = a.;1Q( 
do<_ = :;d ,z 
Jf"= -
)0(($ ~~ # dl/3 -
~ -::::::. d. d;A 
~ d_,;[ 
gegeben seLen. Mit diesen Variablen und unter Beachtung der 
identisch verschwinden Ausdrücke (9.58) und (9.60) läßt sich die 
Elementarleistung der Schale wie folgt darstellen (vergl. (9.57) 
und ( 9 . 6 2) ) : 
~ ( 1 _~cot;t.J ). 1 (cX;JJ ) ,. - ..t ~'1 -1- IV I tL-0 
~ ( f!"t1 ~ f! J';< 7J' J ,LI" 
f- (f!. ß r (f'ß_ :r~/1" - ftsl! j.)dtl 
II' 
t-(q!J + f!~(JJA~)~ 
+ 1 ( a - f!"~·/1ß) ; . 
(A6.2) 
(A6. 3) 
Diese Bilinearform in etc. läßt sich sofort 




0.(!,:= rp /3+ (1~;tt!1 __ )l/.l~/1 ?( l1 8cr ;3 ~ z. (s ;U~ 
(} 




._. !j Jf~flß) f I 





- 1;1 '\Al a~ ._L_ Mt;(~ }, I '".1 I /I oy:> 
t!' • 
(A6.5) 
f/}/J ~ {)ß /!; (/)d .f d;:s 1- + . 
() ) 
111 !1,(!, 
etc. sind konjugiert. Die Einführung 
e 
konjugierter Beanspruchungsgrößen hat nur dann einen Sinn, 
wenn nicht nur die reduzierte Energiebilanzgleichung und damit auch 
die Entropieungleichung mit diesen Größen dargestellt werden kann, 
sondern auch die übrigen z~·7eidimensionalen Feldgleichungen, nämlich 
die :de~vegungsgleichungen I . und 2. Art. Aufgrund des 1;;1 ,r~Theorems 
ist dies zu erwarten. 
FUr das I. schalentheoretische Konzept lauten diese Bewegungsgleichungen 
... 
(A 6. 6) 
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-r«;·(J-~- L V1f.. f- tJ/JJ;fJ -~- at11 
(A6. 7) 
Es gilt die Ausdrücke in der L ... /-Klammer illilzuforwen. Hit 
wird zunächst 
Die Aufspaltung von 
sehen Anteil liefert 
(A6.8) 
(A6.9) 
in den symmetrischen und schiefsymmetri ·· 
(A6. 10)1 
Mit der Orthogonalitätsbedingung wird aber entsprechend der Umformung 
auf S. 37 
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1! <"'(' >"' - 1 ( ( tt J'fJ- ljll'} 1.- K 
-( !j'c(-lj' fl fJ 
- ttl'$1t/7f "'- f.r'' 7~ t1) j ' 
(A6.Ji) 
Unter Beachtung der Definition von /V ~~<;1 ( G 1. ( 9 . 64 ) ) wir q 
(A6. 12) 
Daher ist aber 
Al <::'ll(~> 
-= 




= ;V tX',4 - ;V (O(jJ) 
I 
wird jetzt aus (A6.JO) 
\Jeiter wird mit (9.64) 
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Damit wird schließlich mit den Definitionen (A6.4) 
lieiter erhält man durch "Addition von Nullrr 






= (A6. I4)II 
Die Bewegungsgleichung I. Art erhält also die Form 
Der erste Klammerausdruck L-.... 7 ~n der Bewegungsgleichung 2. Art 
(A6.7) läßt sich mit der Zerlegung (A6.8) und unter Beachtung von 
(A6.4) auf die Form 
+ 
bringen. Der zweite Klammerausdruck wird mit (A6.8) und der 
Definitionsgleichung für l~ ((8.83~Teil I) 
(A6. IS) 
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(t2 tJ r- L ß) ~ -r f2 /) v?~ + & tL 
_ ! (!13 _ r f!IJ~_ !!ciV~o( 
--~ ;c~~~3- f!'i% ~· -~J7 ~$J -~- r &!7~ 17;/b 
-1- L 9 /tct ,~- o; ;z 
~ [ f/3+ (f!l(j.-_ ;tjJJ~c( 
l,;d'!> /; 1.3 /!> ) /) C( 11 7 -
I i 7 c (J' /kr - Pd' ;W$ "" "cx: /d J '::ß 
( 
+[tf/tt« rQ]d 
~ [ {) /j i- §2 cK 'Pot ll} )ß 
+ [ (Q- {!::~~ ;4o<) Ia ~Cl~~ J! s~J:)?~} d-
~ [ r;r' i- p 'l<t 1 ~r.J r fl g; f 9?·<1 d . 
(A6. 16) 
Mit (A 6. 15) und (A6. I 6) kann die Bewegungsgleichung 2. Art (A6. 7) 
also ebenfalls mit den konjugierten Beanspruchungsgrößen dargestellt 
werden: 
- [ !;!"ts ~"' f- ~~J 1:/-
-[ ( r;J"' f- {J';s -<) ~" r(l()r {)/rJd }, 
(A6. 17) 
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Anhang (7): Konstitutive Restriktionen der integralen Clausius-Duhem 
Entropieungleichung 
In Kap. 9.3.2 war im Zusammenhang mit der Symmetrie der Momente die 
Vermutung ausgesprochen worden, daß auch eine integrale Entropieun-
gleichung, die nicht auf eine lokale Form zurückführbar ist, zu 
denselben konstitutiven Restriktionen für die Spannungen in einem 
thermoelastischen Körper führt, wie die lokale Entropieungleichung. 
Diese Vermutung ist aber im Zusammenhang mit einer ad hoc-Voraussetzung 
der Schalentheorie zu sehen, nämlich der a priory-Unabhängigkeit der 
Massieuschen Funktion von den Temperaturgradienten. 
Zur Motivation, daß mBglicherweise die lokale Formulierung der Entropie-
ungleichung ihren physikalischen Sinn verliert und nur noch integral 
z.B. für den Gesamtkörper oder endlich große Teilbereiche angehbar 
ist, sei noch folgendes angemerkt. Woods L-94_/ hat mit Argumenten, 
die aus der Statistischen Thermodynamik herrühren, darauf hingewiesen, 
daß die lokale Entropieproduktionsrate 
+ (A 7; I) 
durch den 2. Hauptsatz ln der Form 
J/ > 0 (A7.2) 
t., 
begrenzt ist. Eine räumliche und zeitliche Lokalisierung durch 
Annahme der Gültigkeit von (A71.2) für beliebige Volumen ~ und 
Zeitintervalle t~ - i1 , wie klein sie auch sein mögen, führt 
natürlich auf die lokale Entropieungleichung 
0 ~ C} ' (A7.3) 
Die integrale Ungleichung (A7.2) ist nun aber statistischer Natur. 
Bei hinreichend großen Volumen ~ und langem Zeitintervall Tl -t.., 
würden lokale Fluktuationen unterdrückt, so daß eine Verletzung von 
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(A7.3) sehr unwahrscheinlich würde. Daher können Aussagen, die auf der 
lokalen Ungleichung (A7.3) beruhen, falsch sein, wenn sie als allgemein 
gültige Aussagen angesehen werden; sie stellen also nur erste Approxima-
tionen dar. Genauere Aussagen müßten dann aber charakteristische Längenska-
len und Zeitkonstanten enthalten, die die endlich großen Volumenbereiche 
und Zeitintervalle definieren. 
Im folgenden soll nur die räumliche Lokalisierung der Entropieunglei-
chung in Übereinstimmung mit dem Vorgehen bei den Schalentheorien aufge-
hoben werden. Die integralen Bilanzgleichungen der Energie, des Impulses, 
des Drehimpulses und der Masse sollen aber nach wie vor dem uneingeschränk-
ten Lokalisierungspostulat unterliegen; sie seien also in lokale Gleichungen 
überführbar. Es sei angenommen, daß die Entropieungleichung 
(A7 .4) 
physikalischen Sinn nur noch für endlich große, aber sonst beliebige Teil-
bereiche des Körpers habe; das Volumen dieses Teilbereiches sei durch ~ 
und seine Oberfläche durch ~ gegeben. Eigenschaftsänderung im Innern dieser 
Teilbereiche seien "glatt", d.h. stetig und (hinreichend oft) stetig diffe-
renzierbar. Die minimale Größe dieses Teilbereiches ("Grenzteilbereich"), die 
nicht unterschritten werden darf, sei beispielsweise durch die Masse oder 
durch die kleinste Längenabmessung (z.B. Durchmesser eines kugelförmigen 
Bereichs oder Kantenlänge eines Rechtkants) festgelegt. Die integrale Entro-
pieungleichung sei also für den Grenzteilbereich und alle größeren Teilbe-
reiche von der Form (A7.4). Insbesondere soll angenommen werden, daß i.a. 
die Grenzteilbereiche sehr viel kleiner seien als die üblicherweise betrach-
teten Gesamtkörper, für die dann die integrale Entropieungleichung auch 
die Form (A7.4) hat. 
Unter Beachtung der lokalen reduzierten Energiebilanzgleichung und mit 
der Mass.ieuschen Funktion 
I 
(A7 .5) 
erhält man aus (A7 .4) durch Elimination der Wärmequellenverteilung r L 91 7 
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(A7.6) 




Die Stoffunktionen ~, ~ oder ( und r seien allein abhängig von den 
Lagrangeschen Verzerrungen EK.L ·; der Temperaturinversen I{ und dem mate-
riellen Teilchen, charakterisiert durch die Lagrangeschen Koordinaten )(I< 
Diese Annahmen sind in Übereinstimmung mit den entsprechenden Voraussetzun~en 
bei der Schalentheorie (9. 16). Es gilt also 
V 
rp - ~ ( E.k(.. 1!, XP) ) 
V 




Tk'-( ,, ) 
- l.. -
Für den Wärmefluß !/'!< = 71? GI< sei eine Stoffunktion der Form 
V 
!l:e I( ( Elt.L J ;t) (A 7. 8) 
angenommen, wobei hier natürlich der Temperaturgradient eingeht. Man beachte, 
daß die Stoffgleichungen (A7.7, A7.8) aufgrundder angegebenen Struktur 
beobachterinvariant sind. Unter Beachtung der Symmetrie ~t.;::;Et.l( wird 
(A7.9) 
und (A 7.6) erhält die Form 
(A7. 10) 
> 0 .. 
Es werde jetzt irgendein Teilbereich des Körpers betrachtet, der größer 
oder gleich dem Grenzteilbe~eich ist. Nach dem Coleman-Nollschen Dissipa-
tionspostulat (Teil 1) wird verlangt, daß die integrale Entropieungleichung 
(A7.10) für alle zulässigen thermodynamischen Prozesse (d.h. für alle Ver-
schiebungsielder und Temperaturverteilungen, die mit den Bilanzgleichungen 
- Energie, Impuls, Drehimpuls und Masse - verträglich sind) identisch er-
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füllt sein muß. Diese beliebigen Prozesse können durch geeignete Wahl der 
Volumenkräfte und Wärmequellen im Innern des Teilbereichs sowie durch Mani-
pulation der Randbedingungen des Teilbereichs erzielt werden. Die integrale 
Ungleichung ist also nicht nur für eine spezielle aktuelle Problemsituation 
zu erfüllen, für alle theoretisch denkbaren. 
Im Gegensatz zur Auswertung.,der 2:,~~~~~ Entropieungleichung muß jetzt 
besonders beobachtet werden, welche Größen als unabhängig einstellbar ange-
sehen werden dürfen. So sind die Verteilung der MOmentanposition ?S/)(j~ 
der Teilchen und die ihrer Geschwindigkeit ;;} = ~ (X~t) und ebenso die Ver-
# 
teilung der Temperaturinver~en /t(X~t) und die ihrer Rate ;1 (i~t} 
momentan unabhängig voneinander einstellbar. Dann sind aber die Verteilungen 
d:X.-e~;s~-~~~e~~~~ -Ableitungen nach den Lagrangeschen Koordinaten X,o nicht 
• • .I-
mehr unabhängig manipulierbar; so sind die Funktionen f!J und ~A: = .1f/JA"< , . . 
bzw. lt und /11k.:::: d/1,/Dx< nicht unabhängig. Andererseits ist es durch ge-
-.! 
eignete Prozessführung noch möglich, die Verteilung von f' und if-""' 'P und 
ebenso J1 und ;{ beliebig:K und unabhängig voneinander einzus tellen:Kx. Nun 
treten in der integralen Entropieungleichung (A7. 10) die hier als abhängig 
• 
beschriebenen Verteilungen nicht paarweise auf; so sind in (A7. 10) nicht ,:P 
• • • 
sondern nur 1'?1<. und f>JK. und nicht f1JK sondern nur ;\ (und A sowie lf;)(. ) 
enthalten. Man könnte jetzt voreilig annehmen, daß die drei Vektorfunktionen 
~ . 
'?11< bzw. die sechs skalaren Funktionen 'e kt... unabhängig voneinander einstell-
bar seien. Diese Annahme würde aber die Tatsache verletzen, daß man die 
~ . 
Größen ~k. dem Geschwindigkeitsfeld -iJ=- j5 zuordnen können muß; andern-
falls wäre den Kompatibilitätsbedingungen nicht genügt. Die integrale Entro-
- .! 
pieungleichung muß daher auf eine Form gebracht werden, in der ~=;o und nicht ,. 
die Gradienten f;k explizit enthalten sind. Dies erfordert die partielle 
Integration des ersten Terms in (A7.10). Dies und die ~eitere;nichttriviale 
Auswertung ist L-91_7 zu entnehmen. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, sei 
hier nur angemerkt, daß die Auswertung im Rahmen einer materiellen, auf die 
Ausgangskonfiguration bezogene Darstellung (wie sie (A 7. 10) darstellt), auf 
erhebliche mathematische Schwierigkeiten stößt; erst die Verwendung eines 
mitgeschleppten Koordinatensystems und Darstellung in der Momentankonfigura-
tion hat zu leicht interpretierbaren Ergebnissen geführt. Man erhält die fol-
genden konstitutiven Restriktionen 
XX 
Hier sei angenommen, daß ?; und A 
Lagrangeschen Koordinaten )(Pseien 
Zeit. 
zweimal stetig differenzierbar in den 
und einmal stetig differenzierbar in der 
Dies wäre nicht mehr möglich, wenn die Lokalisierung im Zeitbereich aufge-
hoben worden wäre, 
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(A 7. 11) 
> 0 
) 
Dieses Ergebnis unterscheidet sich von den Restriktionen, die aus der ~~k~~e~ 
Clausius-Duhem Entropieungleichung folgen [-Teil 1, S. 84_7, nur in der drit-
ten Bedingung, die dort die Form 
> 0 • (A 7. 12) 
annimmt. Der Vergleich zeigt, daß der nichtlokale Charakter der Entropieun-
gleich~ng nur Konsequenzen für. die Wärmeleitungsaspekte hat, das heißt für 
das Skalarprodukt des Wärmeflusses mit dem Gradienten der re~eraturinversen. 
Insbesondere wird die Vermutung bestätigt, daß die thermoelastischen Spannung?-
Verzerrungsbeziehungen unabhänr,ig davon sind, ob die Entropieunglei~hung 
lokaler oder i~tegraler Natur ist. Diese Aussage gilt zunächst nur unter der 
ad hoc-Voraussetzung, daß die innere Energie, Entropie bzw. Massieusche 
Funktion und die Spannungen allein von den Verzerrun~en, der Temperaturin-
versen und dem materiellen Teilchen abhängen. 
Es sei darauf hingewiesen, daß Green und Laws L-9?) von der nur für den 
Gesamtkörper gültigen Clausius-Duhem Entropieungleichung ausgegangen sind 
und den komplexeren Fall untersucht haben, daß alle Stoffunktionen auch noch 
vom Temperaturgradienten abhängen. Unter den entsprechenden Voraussetzungen 
läßt sich· aus ihrem Ergebnis das ~n {91_) abgeleitete Resultat (A7.11) ge-
winnen. 
Hutter L-8l7 hat die Annahme, daß die Entropieungleichung nur global 
(d.h. für den Gesamtkörper) gelte, kritisiert. Er bemerkt, daß diese Annahme 
die Additivität der Entropie auf?ebe und dies sei im Widerspruch zu Ergeb-
nissen der Statistischen Mechanik. Die Interpretation in den Arbeiten von 
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Green, Laws und Naghdi L95, 96_7 solle deshalb abgelehnt werden, wenigstens 
für Theorien, die nicht irgendeine die Nichtlokalität charakterisierende 
Größe enthalte. Bei der oben beschriebenen Argumentation- Gültigkeit der 
Clausius-Duhem Entropieungleichung nur für endlich große Teilbereiche eines 
Körpers - ist die Additivität der Entropie (und anderer Größen) solange 
gewährleistet, wie die Integrationsbereiche eine bestimmte Mindestgröße nicht 
unterschreiten. 
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Anhang(8):Verallgemeinerte Leistungsintegrale der äußeren Lasten auf den 
Laibungsflächen 
Die Leistungsintegrale über die beiden Laibungsflächen C!n+ und ~- in der 
Gl. (10. 129) lassen sich mit der Randbedingung (10. 130) in der Form 
darstellen, wobei 
-rs+= ~ f s'~-d 
p- = ~ .s- d 
-+ 
die momentanen Ortsvektoren der beiden Laibungsflächen sind und ~~ die 
~t 
aktuellen und t~ die gedachten Laibung&belastungen darstellen. Mit 
wird dann 
+ J { (-s/{(l; r ~~) .(:F +(-sJdJj dA 
rfi 
= j ( [fs'Jjr(i; 1-l':}+ (-sf/11;_ f i:J}· -F 
rA 
~-frsr/'[1t~f r-f:)+(-s/"J-rt; ~-kJ]·i) ~?4 
(A8.2) 
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Setzt man jetzt 
J~ . - (s1"'j "tfl o~ f (- s/1uj- t:-. -
A. '1ld A 11 
Jh1 . - (.s+Jj f-~f +- (-sj j-ln-; .. -
dann wird 
ar-
werden die aktuellen Laibungsbelastungen durch hydrostatische Drücke r 
und ~-erzeugt, dann wird mit (10.131) und (10.132) 
-+ t ?<.- = 
Mit den Ergebnissen von Anhang (3), Teil I, hat man 
f- f-
/)2_:!: - (-1-) 
~-x rqL-





Damit wird aus (A8.3) 
j"' = - ;; { (s').., !f "/ ?J)/ x A:) 
-(-s:/' f ( fj,- x fO)~) J 
Mit (A3.6), Teil 1, ist 
f (% ;< ;;~ -1- ~1 X~)(.;-$~ 
+ ( d:~ x d,,t) ( t si) 
4 
f ( ~~ X d) (:!: S % ~ 
1- ( d- x f:t) ( :t stj" 
+fJrx cZ;~)(!sJ(ts~., 
./- ( t(, I J) (i sv (t S i~J.,, 




Anhang (9): Bilanz- und Stoffgleichungen sowie Randbedingungen für 
quasi-isotherme Bedingungen in komponentenweiser Darstellung 
in der Ausgangskonfiguration und Vergleich mit anderen 
Theorien 
Um einen direkten Vergleich mit nichtlinearen Schalentheorien zu haben, 
die mit derselben kinematischen Voraussetzung, aber ohne thermodynamische 
Einbettung auf anderen Wegen entwickelt wurden, seien hier,vom I. schalen-
theoretischen Konzept im quasi-isothermen Fall ausgehend, die entsprechen-
den Gleichungen angegeben. 
Die Verschiebung V'" der Referenzfläche der Schale ist definiert 
als 
(A9. I) 
und der Differenzdirektor I ist gegeben durch 
(A9. 2) 
In Bezug auf die Basis der undeformierten Referenzfläche gelte die folgende 
Komponentenzerlegung 
-1) :::: yj> !l~ f- llk 
I Fj ß; F f?J 
(A9. 3) 
:=. t-
Dann wird mit (6. 14) und (6 0 30) ' Teil 
.. " " .. " "' r V +R .... -v- vg~ +- )( l?J - - .! 
.!..! 
.. ,, ,, -
d .::::: I f f?J .::: I .:: Fg~ .,t- ;: ll.s 
(A9. 4) 
r ~«' -~o( ::::::: ~« = ~ot f liP( 
- rc~: r v~o( - J/8:) i 7- ( 1{0( t- Y'l5gJk-? 
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(A 9. 4) 
Die Bewegungsgleichungen I. und 2. Art des 1. schalentheoretischen Konzepts 
sind durch 
•• ..!.!. [ 1:1 «' (J -1- H"~- -1- {lt111j;3 '" - ri ~~ ~ f- J~ - + ., a;.x II /~ 
+ Jt<; h I- .X (} J 
(A9. 5) 
,, ... 
[M~ -1- NI{(./ ti -1- ~/1dj/l 5' -/" + J~d ---tle 1 ~o( ,t /p( 
gegeben. Mit (A9.4) wird 
(A9. 6) 
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Die aktuellen äußeren Lasten haben die folgende Komponentendarstellung 
1R l -;. Po = ~~~ F "_ J" V I& 1- f~le, f ~-;,) iß 
J1e ~- r- if~ ;: !:~ g 5 f d? J ~· -f f!~ f -1-;J ~ I 
Mit der Definition 
und wegen L-75_7 
/I .e,) 
R (Mj/A == l;;fJ ) 
wobei ~ das Christoffelsymbol auf der Referenzfläche ist, gilt 
[ !:1 d/.> H ~ - a /!. 7 7 
o ~o< -r " ~b( -f o dJ:f$ 
- [ ;J cr;e ( j' ,.· 1- Y/!K - ;.( 8:) 1 f ~/"13 ( !'(.,. t- j/ s tsJ ~ 
J.-~ of/Sr 1 s) -- «t1 s ; -+t;r ( f IK - (Afr)J'l~ -~-11 ( fK f F ~V ,ß 
.J- ~/.l Fs~ + rf2/J(41-F)~ l:ß 
= (! tt"'(r!/ft;:-11&:) -f{1«{F:.,. -/tfl)t:) 
ft/ßF3 ]. 
0 .. j3 
- 13; { !j"f ~« 1- flg 8$~) 1- 1}1 «(J ( 0« f- F i' Esc<) 




"' f.. ( [ f.! "fl (~>I ./- f'9 Sg.J f f .y1 ( IJK f-;:! g!«:) 
1- tp.ßl 4r-r) / ;1 
+.ßs[M~IJI/.9 f yt~ -fies) 
ß () (_ l o( :ot otj 
-1- J;1 «tl (;:; « - ?trP) 8:) f- 1< ß F J j i?J , 
) 
ganz entsprechend stellt sich der Ausdruck 
in der Bewegungsgleichung 2. Art dar. Für die restlichen Terme in der Be-
wegungsgleichung 2. Art gilt schließlich 
( ~ /J + L Pj ~!1 + ~ 13 ti;ß -1- & d 
"'I (rJlß+L 13)(ct; + Y;~ -1111;) 
-1- fP/J ( F:r. -( .d-1-F) IJ $) 1- () F~ j ~ 
+I /{?IJ+ t'V I~ + f/'$'4(1) 





Mit diesen Komponentenzerlegungen werden die ~~~~g~gg~g!~!~h~~g~~-~~-~E! 
-
fls -RichtunP': ____________ s;;;;:_ 
=- [ !/'!4 ( II;" -1 Y14.) t f!'fl ( ~ "_ P ~.<) f {2'}47-1/ys 
N~ß [ ;f/ "(1: rf!a- !t/8!) -1- f!"'(rf.,..-(41-rß,f) 





f:e f/q + J~ Frs 
- I Llliß /ß;; -r y:! -JI!Jf) f fl"f3<;' -(--tt-F)ß f )f!Jß~rl - L ~~, ( 0 K. : « rt(. l { ' I Q( / o</ ~ .f: ß 
-11;[ !)1P<!Jff{o~ r lti~d)t- f!t<i(lj" 1- Fj~~tJ f f 13 (4~./ (A9. 13) 





J)( fl f- ~ F 
= {!;!"r~« f l~)+j/{;;" rF~.)""tJ 
8 
/-Irr} jf3 
+413 [1)1 >lfl(l: -rf:ot -JI!J:)~-f«(;=;ot -/tfF)ß;) 
+9/JF~ j 
-[((l11r-t Vff.t11 + Jl" ~p() .;-pr t:a ~- r:s-ßy;J)-~- a !A~FJ 1 
(A9. 14) 
Auf den rechten Seiten dieser Komponentendarstellungen lassen sich einige 
Terme noch zusammenfassen: 
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\ 
/_-tJ 11 F~J~ _ ~; [ rf 11 (/11-r)} 
= 9~;1 F9 I- f2 4(F!:ß - /4~;:)8$) 
[ 9/J f 1r-;=J JJfl r ~ß f tf2 4 F' J 
= 9 a: ;s f 4+ ~=) "~- t? ;J I t:;J -~- f: -s & ;(5 ) 
L- rJ (J F!f ~(J - -<r; [ qf(_AI-F}]- f.IJ(,c{;J -/11-FJ/lf;) (A9. 15) 
- () ß F.! 
- 4 :ß 
[ 9 131/lrr)J.'fl' -1- 8,!3 {9 11 F')- tl'l ( ~ .; Pß"ß) 
-::: 9- jJ:(J ( 4+-F) I 
Damit stellen sich die Komponentengleichungen wie folgt dar: 
=- [ 1/;1 etfJ( J! ,t Y{K -/1/Jf) +;J KfF: g(- (4frJ J:J/12 
- ß ~ [;;; t((A~~ -f- YY.ti:rJ ,L ~ ~11(r;" f- != J'~>K)} (A9. 16) 
+ t2/J r r 1- a/1 ( F~/l - u-~-1J~) 
P /;G o 'I~ 
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II ,, 
... ~ j/! + !~ F~ 
== [ !!Ktl! c~: r- YJ« -JI tJ1) + f!~f~-"! « -(4r11fJ)}./3 
-IS;{ f!~/J/1{. 1-Y3~J f /;tl(~(;c r r4"()} 
-{@IJ+ tiJ}(/;/ ;~-;/~ -A/8))-§~fJ f=!l f-{{JF$ j 
+g l>s-,t-ry~ 




= [ :toe!J ( J0o< -1- ( J ßr~} i-f/ aß ( !j, -t /=i !J~) J !J 
I fl5fJ {.fl c<f/J,. ;l{d - f/ßJ} rf/otfr; -(lf~llf) j 
r- tp ~/J (4fF} 1- q. /) ( fS4 r- r $ t>ß) 
II ,, 
51 t/ ;= -?~ + ~ 
""' [ ft ><tJ ( /.to~ + ~~u) -f f •lly fj .t "_ p ll.r ,) ]. j3 
f (j'J(J [ /:1 "~ ( r!f f y !K -Al ß :) -f l;t l(fj I i=/-< - {,ff F)IJ :)] 
- [ ((}.IJ r- L 11)( ~ß -;- (~ß!ß) - (:2 ~ß ?t1') -;-()(ru-f}}, 
j 
(.A 9. 16) 
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"' ~ f IJ ~lt.s - f /1-h c:::: /h-1 ~ 0 c 
-- (A9· 18) ........ "\.- f - """ 173 ~ .:B: 1ft ~ ~ -111 4 A 
erhält man 
.&_:g~~~~~gg.:_ 
f ! - /.f c(f3 ( J; + Jl~t( -IJ IJ :) t- !;1 P<ß ( F:r~ -(4f1ß1) 
t~ 11r'lJjJ = o 
(A9. 19) 
~ 3-ii;t«IJ(If ~-~~p(- lltJ!) f ~;~~rr.~ -/Ar-!Jß!.) 
+ f 13F~J~ = o 
4 -Richtuno-: ------------C-
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Schließlich seien noch die Beziehungen zwischen den Verschiebungskomponenten 
und kinematischen Variablen~~ angegeben. Mit (9.48) gilt 
-= 1 ( i{,fl + ~, .c - 2 II fJ"fl 
,.;. ( (~ ()( - Al 8;) ( fj~ß - Al !IJ;J) 
f ( ~" r t/14J ( l{.ß r f"S~tl ) } 
-(t7rL -Aiß!)~;J - (f/:;s -1/ß;)J~~ 
-r(Y~ -/Jß-:)(~~f3 - r8~!3J 
+-(t/J;a _;/ß~) ( ;=~"'- - Fßft) j 
f-</1 = J/~;J- 0'so< 3jJ)~ J(d;,.·~- ßs-oL Bf) 
=-1 ( ~ F .ß~ ß~ - ( Fjo( g ~ -,. .F0t ~sot) 
-F( F :()( i?~fl -r- F{ t1 3$(}() 
1- ( ~ +8,>! ;:y ( IJ/1 "_ ~t" F J } 
l (A9. 21) 
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c - t dÄ~ 
::;-t/.3 "" llt 
= f ( {" 1- ( ~ot -1- ;/~ ß::ae} 
f f ( f'{" -J/<11;) r F (4 rt/~/11.,)} 
!= .f' !-- ~ rvr;(. ;:; r;( J ~ 
(A9. 22) 
..::::: 1(~ 
Setzt man jetzt die verschärfte Beobachterinvarianzbedingung für die mittlere 
Massieusche Funktion 9 voraus (vergl. Kap. 9. I. 7), dann hängt %? 
nicht von ~ ab, und es erübrigt sich, diese kinematische Variable hier 
anzugeben. Mit denselben Argumenten wie in Kap. 9. 1.7 erhält man dann die 
in den Gleichungen (9.98) , (9.97) und (9o81)
6 
angegebenen zweidimensiona-
len Stoffgleichungen, die sich mit der mittleren freien Energie ~ 
Y: = '" } E T) () ]] ) 0/ 
und der mittleren absoluten Wandtemperatur 
auch wie folgt darstellen lassen: 
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!':! «(J -! ( dlß ]~ ) - tte +-I) ~ ~ 'ffctf!. 9ffl" 
N~(.J = 
f~ 
-f (, rJ'f. + ~~ ) 
.-1 .l f{) Ii IX/l d§fJ« 
Hl(fl 
~ !~ 
t ( r;}f. ;;~ ) ).; ~ Bf.otfl .,.. fJ~I-Il~ 
(A9.23) 
&ct. 3 ,.f d/f., 11 JtJ{ -= -
(7 "~ ./.., rcJ?KJ () 
&.o( 
~k, 
4 8~ HJa~. = 
""" 
L 8 E..rx: J 4 ...., 
Q ~Je 
d~ fiJJ 
- {) f.;-3 -- c 




(!) ~A 0 t)?;' , 
() 
Da die Momente symmetrisch werden, wird 
L o( = o 
und die Bewegungsgleichungen vereinfachen sich entsprechend. Die reduzierte 
lokale 3D-Energiebilanzgleichung (E-5) lautet dann 
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wobei 1V'. 
~ .... die Elementarleistung der Schale ist: 
W· '= t-- I 
() 
Mit den konstitutiven Beziehungen (A9.23) und (A9.24) wird dann 
- -3 oJe 
(A9.26) 
(A 9. 27) 
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Schließlich seien der Vollständigkeit halber hier noch die thermischen 
Randbedingungen angegeben: 
- 0,. (A9.·28) 
Außer'dem sei an die Restentropieungleichung (9 .66) erinnert. 
Diese Umformungen erlauben jetzt einen direkten Vergleich mit nicht-
linearen Schalentheorien zu führen, die mit derselben kinematischen Vor-
aussetzung aber ohne thermodynamische Einbettung entwickelt wurden. Führt 
man die Bezeichnungen von Habip L-22_7 e~n, 





IX ~XI) : .::. 11 ti(J 
~ 
u..--0( := YK 

















dann stimmen die Bewegungsgleichungen (A9. 18), die dynamischen Randbe-
dingungen (A9. 19) und die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen (A9. 22) mit 
denen von Habip und Ebzioglu L-12, 22_7 überein. Formale Übereinstimmung 
ist auch in den mechanischen Stoffgleichungen zu erzielen, wenn man die 
Formänderungsenergie L in Darstellung von Habip L-22, Gl. (31) und (32) 7 
durch die mittlere freie Energie 
interpretiert und dabei folgendes beachtet: 
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(1) In der Argumentenliste von~ werden die kinematischen Größen 
I O((J 1:::.: E.. I {;Joi ~= .!:1'1~ ht ..:rOr-1,-L ~ :- E n.., .::(;<~ I ) -m .".. :n .J ~ o{J) 
/Jo< : = E.KJ 'Y1 - ~/,I J:-1.1'.:::: ~.11 ~ / / ....",-





als Argument auftritt. Bei der Darstellung von f,6 ist dagegen 
kein von j;()(.J unabhängiges Argument. Um vollständige formale 
Übereinstirrnnung 
von ~ bezüglich 
in (A7.23) zu 
Y., oder 
(/ h ·D< 
erhalten, sind also die Abhängigkeiten 
~ bezüglich ~J~ neu zu definieren. 
(2) Eine explizite Annahme hinsichtlich der Temperaturverteilung über die 
Schalendicke wird von Habip nicht gemacht, es wird aber unterstellt, 
daß diese Verteilung in der gesamten Schale vorgegeben und zeitlich 
unveränderlich ist. Geht man davon aus, daß die Temperatur konstant 
über die Schalendicke ist (aber sonst örtlich veränderlich), dann muß 
in der Darstellung von Habip die Formänderungsenergie ~ neben dep 
kinematischen Variablen allein von dem Temperaturparameter ~ abhängen. 
Damit ist dann eine volle Entsprechung aller Schalengleichungen gegeben, 
ausgenommen die 2D-Energiebilanzgleichung und die thermische Rand-
bedingung. 
Die Schalentheorie von Habip bedarf natürlich noch einer thermodynamisyhen 
Rechtfertigung, da in ihr die 2D-Energiebilanzgleichung und die thermis9he 
Randbedingung keine Rolle spielen. Zwei Argumentationen sind im Prinzip 
denkbar: 
Man kann die Annahme von Habip als ein Spezialfall der hier entwickel-
ten, thermodynamisch begründeten Theorie ansehen, wenn man annimmt, daß die 
aktuellen thermischen Belastungen gerade so sind, daß sich die angenommene 
Temperaturverteilung einstellt und zeitlich unveränderlich ist; hier ist 
dann auch die 2D-Energiebilanzgleichung ~~~~! erfüllt. Im allgemeinen und 
für beliebige thermoelastische Medien wird dies aber nicht realisierbar 
sein, denn die aktuellen thermischen Einwirkungen sind zumeist aufgrund 
ganz anderer Bedingungen vorgegeben. 
Die zweite Argumentation faßt die Vergehensweise von Habip als e~ne 
Approximation auf. In der Terminologie von Boley und Weiner L-97_7 verwen-
det Habip eine entkoppelte Theorie, d.h., das Temperaturfeld wird unab-
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hängig von den mechanischen Aspekten ermittelt.~ Dies setzt voraus, daß 
die Verzerrungen der Schalen nur einen kleinen Einfluß auf die Temperatur 
haben. Damit dies gewährleistet ist, müssen sowohl die konstitutiven Eigen-
schaften, d.h. die mathematische Struktur von ~ und die Größe der hier 
eing~henden Materialparameter sowie der thermomechanische Prozessablauf 
selbst, also insbesondere die Größe der Verzerrungsraten und der Tempe-
raturrate bestimmten Bedingungen genügen. Sie lassen sich aus (A9.27) ab-
leiten (vergl. auch L-97_7). 
Schließlich sei noch auf einen Vergleich mit den Ergebnissen von 
Pietraszkiewicz L-25_7 hingewiesen. Pietraszkiewicz hat eine rein mecha-
nische, nichtlineare Schalentheorie, ausgehend vom Hamiltonschen Prinzip, 
entwickelt, wobei der gleiche kinematische Ansatz gewählt wurde. Beachtet 
man auch hier die unterschiedlichen Bezeichnungen, so ergibt sich ebenfalls 
eine vollständige Übereinstimmung in den Bewegungs- und Stoffgleichungen, 
sofern man isotherme Prozesse unterstellt. In den dynamischen Randbe-
dingungen 'ist aber ein systematischer (Druck-) Fehler enthalten. 
Abschließend sei noch angemerkt, daß die hier angegebenen Komponenten-
gleichungen in der Ausgangskonfiguration nur eine Möglichkeit darstellt. 
Mit einer anderen Konvention für die Momente 2. Ordnung oder einer Neu-
definition der Momente (vergl. z.B. (9.71)), die auf nichtsymmetrische 
Momente führen, lassen sich alternative Bilanz- und Stoffgleichungen in 
der Ausgangskonfiguration angeben. 
~·.Eine Entkopplung ist formal dann §:~~!: gegeben, wenn :;J<-~t unabhängig 
von den Verzerrungen ~ ~ etc. ist und wenn die Ableitungen C)~/c'J~ 
etc. unabhängig von der Temperatur 7; sind (vergl. (A9.27)). Dies ist 
beispiels~1eise dann gegeben, wenn die freie Energie sich additiv aufspalten 
·läßt in einen Verzerrungs- und Temperaturterm 
r 
+ r: (7;) 
Die Annahme - d~~C)~;! etc. unabhängig von r - bedeutet aber, daß 
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Abb. 13 GEOMETRIE EINES SCHALENABSCHNITTES AM SCHALENRAND 
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Abb. 16 SELBSTEQUILIBRIERTE VERTEIL~G DER SCHUBSPANNUNGSKOMPONENTE 
DER "GEDACHTEN" SPANNUNGEN tk AM SCHALENRAND IN DIE RICHTUNG 
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